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Introduction 0 ture mulation

@000

(Rappel)

Terminologie

Composante: Elément considéré
comme indivisible et pour lequel on
peut effectuer une analyse de fiabilité.
(e.g. une membrure dans une poutre en
treillis)

Systeme: Assemblage de composantes

Etat d'un systeme: Dans le contexte
du calcul de la fiabilité un systeme peut
étre dans I'un des deux états suivants:
{Survie, Défaillance}

[Radio-Canada]
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Monte-Carlo

Introduction o ature Formulation

0000
(Rappel)

Classes de problemes

Fiabilité d’une composante:
. L. gl(X)y
gi(x) est continue et dérivable

Fiabilité d’un systéme en série
g(x) = min[gi(x), -, gm(x)] n(X

Fiabilité d’un systéme en parralléle
g(x) = max[gi(x), - -, gm(x)]

gm(X)

92(X)

Fiabilité d'un systéme
600 = min {maa(al. - marla)} |

%2
Y

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Introduction
00®0

(Rappel)

Problématique

Comment formuler les problemes de fiabilité des systemes et
comment estimer leur probabilité de défaillance?

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Introduction
ocooe

(Rappel)

Organisation de la matiere

. E Révision algébre & probabilités ®
pngzlf;gz, [ 1] Lois de probabilités E wal

. 3 | PDF multivariés @

Introduction T eroduct
Fiabilité des ~ __ 'Mtroduction

Nomenclature structures 12] Formulation fiabilité composantes **}*

. & systémes | 9 | Formulation fiabilité systemes 2
Formulation Evtimation = [[[£] Monte Carlo B8
Approx FORM échantilonnage 12 Echantillonnage par importance BB s#

[5] Fosm B8 s
MOl‘Ite-CaﬂO Estimation - pr ? FORM BB &
L, , analytique =

Résumé [8] SORM 6 s

[7] Analyse de sensibilité

Utilisation des E Incertitudes aléatoires & épistémiques @
fesultats El Données empiriques w=-%

13 | Prise de décision

El Métamodeles & modeles empiriques

Enseignant Goulet Polytechnique Mo
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Nomenclature
.

Nomenclature

2.1 Composantes

2.2 Systeme en série

2.3 Systeme en parrallele
2.4 Systéme série+parrallele
2.5 Ensembles de survie

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Introduction Nomenclature Formula Ap Monte-Carlo

0000 o] Jolelelele
Composantes

Etat des composantes et systemes - Composantes

gi(x) est continue et dérivable

7 (X)y

La variable s; décrit I'état d'une composante

,:{ 0, pour {gi(x) < 0} (Défaillance)
I 1, pour {gi(x) > 0} (Survie)

La variable s décrit I'état d'un systeme

0, (Défaillance du systeme)
Ssys =

1, (Survie du systeme)

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Nomenclature
°

Systéme en série

Etat des composantes et systemes - Série

. — { 0, pour {gi(x) < 0} (Défaillance)
I 1, pour {gi(x) > 0} (Survie)

Im (X)y

92(X)
g1 (X%

g(x) = minfg1(x), - -, gm(x)]

La variable s décrit I'état d'un systéme

Seys = S1 52 ... Sm=min(st, -+, Sm)

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Introduction Nomenclature
000®000

Systeme en parrallele

Etat des composantes et systemes - paralléle

Si =

{ 0, pour {gi(x) < 0} (Défaillance)
1, pour {gi(x) > 0} (Survie)

g(x) = max[gi(x),-- -, gm(x)]

La variable s;s décrit I'état d'un systeme

Ssys =1 —[(1=s1)(1 —s)...(1 —sn)] =max(st, -+ ,5m)

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Introduction Nomenclature
0000®00

Systeme série+parrallele

Etat des composantes et systemes - Général

1, pour {gi(x) > 0} (Survie)

g2(X)
g(x) = min {max[g,-(x)]7 . 7maX[g;(X)]} g1(X) ) -
i€C1 i€Cx .
9a .

Ensembles de survie (Cy):{1,4},{2,3,4}

{ 0, pour {gi(x) < 0} (Défaillance)
S =

La variable sgs décrit I'état d'un systéme

Sys = [L—(1=s)(1—sa)] x[1 = (1= 5)(1-s3)(1—ss)]
= min[max(s1, s4), max(sz, 53, 52)]

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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mula

Ensembles de survie

Ensemble de survie (C): ensemble de composantes pour lesquelles
une défaillance simultané entraine la défaillance du systéeme.

Ensemble de survie minimal (Cnin): ensemble minimal de
composantes (systéme en parallele) pour lesquelles une défaillance
simultané entraine la défaillance du systeme.

Ensembles de survie disjoints (Cd;sjo;nt): ensembles de survie
mutuellement exclusifs.

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Nomenclature
oe

Ensembles de survie

Example #9.1

Ensembles de survie:
C=1{(1,4),(1,2,4),(1,3,4),(2,3,4),(1,2,3,4)}

Ensembles de survie minimaux: Cnmin = {(1,4),(2,3,4)}

Ensembles de survie disjoints:
Cdisjoint = {(1a 4757 §)7 (1’ 2a 475)7 (17 3’ 4a§)a (27 37 4’T)a (15 27 37 4)}

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Formulation
°

Formulation

3.1 Ensemble de survie minimal

3.2 Inclusion-exclusion

3.3 Estimation de pr sy - composantes indépendantes

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Formulation S Monte-Carlo

O@000(

Ensemble de survie minimal

Ensemble de survie minimal
La variable s; décrit I'état d'une composante

0, pour {gi(x) < 0} (Défaillance)
1, pour {gi(x) > 0} (Survie)

Si =

Ensemble de survie minimal

Crink(¥) =4 () &x)<0p=1- J[ (1-s)

i€Crmin, k i€Crmin, k

TV
systéme en parralléle

La défaillance d'un ensemble de survie minimal
entraine la défaillance du systeme.

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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menclature Formulation Monte-Carlo

Ensemble de survie minimal

Etat d'un systeme - Ensembles de survie minimaux
La variable s s décrit I'état d'un systeme

0, (Défaillance du systeme)

S =
> 1, (Survie du systeme)
" (a) composante
Ssys = U ﬂ gi(x) <0 P
k=1 | i€Crink (b) ensemble de

survie minimal

K K (parrallele)
= J[Cmnk)=T] [1- J] @-_s)
k=1 k=1

1€Comin k ) | (c) systeme
(Série)

(5)
(©)

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Formulation
fole] To)

Ensemble de survie minimal

Example #9.1 (cont.)

Ssys

= 5S4+ 515 + 5153 — 515253 — 515054 — 515354 + 51525354

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Formulation

Ey
K
Pf,sys = Pr U len,k(x) =0
k=1
Principe d’inclusion-exclusion
N
Pr U Ei) = >Pr(E)— Zi<j Pr(EiEj) + Zi<j<k Pr(EiEjEx)
i=1
— o (=1)NLPr(ELE; - - - En)
v

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Formulation S Monte-Carlo

00006

Ensemble de survie minimal

Probabilité de défaillance - Cas général
""(L\J’”"> il’r(ﬁ.) Borne supérieure
\ ST Pr(EE; B

T~ i<i<k

K
Prsys = Pr U Crmink(X) =0 - \
k=1 7 ’Z\/"""""”/) Borne inférieure

Nombre de termes utilisés

Principe d’inclusion-exclusion

N
PriUE| = XiPr(E)— i PrEE) + Xicjck Pr(EE;Ex)
i=1

— (_1)N—1 Pr(E1Ex - -- En)

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Introduction Nomenclature Formulation App Monte-Carlo

Inclusion-exclusion

Example #9.2 [4]

Quels sont les ensembles de survie minimaux?

Coin = {(7)7 (8)’ (9)7 (10),
(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),
(2,3).(2,4),(2,5),(2,6),
(3,4),(3,5),(3,6),
(4,5),(4,6),

(5,6)}

Si pri=0.01 et pri L prj, Vi # j, | Prsys = Pr (Up=1Crmin k(X) = 0)

N
(U ) ZPr =Y _PrEE)+ Y PrEEE)+ .. = 0.0408

i<j i<j<k ~0

0.0415 6.6x10—* 4.9x10-6

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Introduction Nomenclature Formulation A FORM Monte-Carlo

Pr sys - cas spécial: composantes indépendantes

pf.sys = Pr({Ssys = 0}) Systeme

pri = Pr({S;i = 0}) Composante

Pr({Ssys = 0}) = 1 — E[Sqys]

Soit une variable aléatoire S : s € {0,1}

E[S] = 0xPr(S=0)+1xPr(S=1)

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Formulation
00®00

Estimation de pr s s - composantes indépendantes

Pr sys - cas spécial: composantes indépendantes
Systeme en série

m m
preys =1—[[EIS] =1-]](1 - prJ)
i=1 i=1
Systeme en parallele
m m
prays =1—E|1-JJ(1=S)| = []pr.i
i=1 i=1

Systeme général (série de systemes en paralléles)

K

Pf sys = 1- H 1- H pr,i

k=1 i€Comin

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Formulation
00®0

Estimation de pr 5 s - composantes indépendantes

Cas spécial: prj = prj&pri L prj, Vi # j [4]

]
Pf sys
gO.S ‘_—"—
Systeme en série & o4
02l L
K -
Pf,sys = 1—(1—Pf,i) ok

0 0,05 0.1

X

Pf ,sys > pr.i 10° :

Systeme en parallele

——N=1, pi,sys=pf,i
- - -N=10, série
——N=100, série
- - -N=2, paralléle
Pf sys < pr.i 1070 ——N=5, paralléle

0 0.05 0.1
Pri

K
Pf.sys = Pr

Enseignant: J-A. Goulet
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Introduction Nomenclature Formulation A FORM Monte-Carlo

Formulation - Cas général (estimation)
Pf,sys = Zpr(cmin,k)
k
- Z Pr(Cmin,kcmin,l)

k<l

+ Z Pr(Cmin,kcmin,lcmin,m)

k<l<m

-+ (_1)N_1 Pr(Cmin,lcmin,2 T Cmin,K)

Approximations:
Pr(Cmin,k): FORM/SORM (ref. modules 6 [——] & 8 [-_])
Pr(Cm;mlCmin,g s )Z FORM - systemes

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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mulation Approx. FORM
[ Yolo

Approx. FORM

4.1 Introduction

4.2 Cas 1 - Fiabilité d'un systéme en série

4.3 Cas 2 — Fiabilité d'un systeme en parallele
4.4 Cas 3 — Systeme général

4.5 Exemple #9.3 — mécanismes de défaillance

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Approx. FORM
L o]

Introduction

Approximation FORM appliquée aux systemes

Comment utilise-t-on FORM afin d’estimer

Cas 1 - Fiabilité d'un systeme en série g H
(X .
Cas 2 - Fiabilité d'un systeme en parralléle ﬁ
gm
gI'VL
Cas 3 - Fiabilité d’un systéme g2(X
9 (X)

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Introduction

Introduction

Rappel: FORM composante [ ]

Linérarisation: On linéarise la fonction d'état limite dans I'espace

normal centreE(r)edmt. (Gu) <0} = {B—éau<0}
= {f<au}

—~
GU) =2 Gu")+VG(u*)(U—u)
VG(u*)U — VG(u*)u*

B = Brorm = ||VG(U*)||U = &u

u®: Point de conception, i.e., point de
défaillance le plus probable

u* = &7 = argmin {|jul| |G(u) = 0}

? Polytechnique Montréal
25 /40

Enseignant: J-A. Goulet
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Introduction

Cas 1 — Fiabilité d'un systéme en série

Cas 1 — Fiabilité d'un systeme en série

Pras = Pr(Uli{ei(X) <0}) (G(u) < 0} = {8, < @)
= Pr(UZ {8 < &iUi})
= Pr(UZ.{8 < Vi})
= 1-Pr(NZ{Vi <A}
= 1-9,(8,Ra)

ou B =[p1,B2, -+, Bm|T, et la matrice de
corrélation R4 est définie par

[Ralk = [6k&f ]k, k, I =1,---  m

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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duction Nomenclature L a Approx. FORM

. C 000«
Cas 1 — Fiabilité d'un systéme en série

Exemple #9.3 - Cas 1, systéme en série [4]

fr1=P02=1, pr1=pr2=0.16

p=a. o'=0

RSN
Ayl ted s W
TN KA
,,;;g//,jlll,,l Kk \
Aoyt
Ul
I i
A AR T
o ? PR \\‘}, ‘»}}““‘“ \

v
S
~>‘>Mr“ro‘.‘l‘p“p}‘

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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oduction : e Fe ) Approx. FORM

5 5 °
Cas 1 — Fiabilité d'un systéme en série

Monte-Carlo

Résumé

Exemple #9.3 - Cas 1, systéme en série [4]

fr1=P02=1, pr1=pr2=0.16

p=0 0'=0.71

Enseignant: J-A. Goulet

P, yS=0.23

)

il i
Ui AN
i ”’/// /4'0‘0 A “\\\\\\ X
i s SS
il I,’0,0‘t“\“\\\\““\\\\\“
Il XTI “\\\\\\ -
] XTI
JROOSAIEATIIATY
KSR
R

? Polytechnique Montréal
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oduction ature F ) Approx. FORM Monte-Carlo Résumé

5 5 °
Cas 1 — Fiabilité d'un systéme en série

Exemple #9.3 - Cas 1, systéme en série [4]

fr1=P02=1, pr1=pr2=0.16

p=OL OCTz1 pf‘sys=0' 16

i1 S
e ““““\\'
Al g WA
A T
il W

Uigr g W
Wt AN
g W
/‘///////t\\\\\\“““\““ W
77

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Introduction Nomenclature Approx. FORM

0000 000C Yo Jolo
Cas 1 — Fiabilité d'un systéme en série

Monte-Carlo

Exemple #9.3 - Cas 1, systéme en série [4]

fr1=P02=1, pr1=pr2=0.16

p=0 0'=-0.98

Enseignan Goulet
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Introduction

Cas 2 — Fiabilité d'un systeme en paralléle

preys = Pr(NiZ.{&i(X) <0})
= Pr(Nii {8 < &iUi})
La linéarisation aux
= P m < Vi
"z d8i = Vid) points u? peut étre
= Pr(NZ{Vi<-5i}) problématique
= On(—0.Ra) "
Pr(Vi < -B)
ou B =[B1,B2, -+ ,Bm]", et la matrice | G | vi

de corrélation Ry est définie par
[Ralk, = [6k&])k, k, 1 =1,---  m

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Approx. FORM
[ Je]

Cas 2 — Fiabilité d'un systéme en paralléle

Cas 2 — Fiabilité d'un systeme en parallele

prsys = Pr(NZ;{&i(X)<0}) o)

= Pr(Nil.{6i < &iU;})

= Pr(NZ.{Bi < Vi})

= Pr(NZ.{Vi < -5i})
= ®n(—B,Ra)

ou B = [B1,B2, -+, Bm]", et la matrice
de corrélation Ry est définie par

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Approx. FORM
oe

Cas 2 — Fiabilité d'un systéme en paralléle

Cas 2 — Systeme en parallele, points de conceptions

Points de conception Point de conception Point de conception
*

u; conjoint conjoint linéarisé

¥ = i A 1G(u;) =0 m m
u; argu;nm {llu;]| |G(u;) = 0} ut = arg min lull 1 () 6w <0 v arg min lull 1 () Br-éuy <0

i=1 i=1

Enseignant: J-A. Goulet
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Approx. FORM
oe

Cas 2 — Fiabilité d'un systéme en paralléle

Cas 2 — Systeme en parallele, points de conceptions

Points de conception Point de conception Point de conception
*

u; conjoint conjoint linéarisé

¥ = i A 1G(u;) =0 m m
u; argu;nm {llu;]| |G(u;) = 0} ut = arg min lull 1 () 6w <0 v arg min lull 1 () Br-éuy <0

i=1 i=1

Enseignant: J-A. Goulet
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Approx. FORM
oe

Cas 2 — Fiabilité d'un systeme en paralléle

Cas 2 — Systeme en parallele, points de conceptions

. . Point de conception . .
Points de conception conioi P Point de conception
" joint AR
u’ conjoint linéarisé

u’ = arg min {[|u;|| |G(u;) = 0} ut =arg mm{IIUH N G(u)<0} . ) {
u; u = argmin

i=1

i=1

Jull | mBI &; “I<0}

Requiert une

Approximation de Méthode utilisée

. .. optimisation .
mauvaise qualité en pratique
complexe
A A A

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Approx. FORM
[ Je]

Cas 3 — Systéme général

Cas 3 — Systeme général

K

m (X
Pfsys = Pr U m gi(X)SO g ( )
k=1 I'Ecmin’k g2(X)

= Z Pr(Cmin,k) nx)
k
_ Z Pr(Cmin,kain,l)

k<l .
+ Z IDr(Cmin,kain,/Cmin,m)

k<l<m
— (_1)N_1 Pr(Cmin,lcmin,2 e 'Cmin,K)

Utiliser la loi d'inclusion/exclusion ou les probabilité conjointes
Pr(Cmin,1Cmin2 - - - ) sont estimés a I'aide de FORM.

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal

9 - Estimation de la fiabilité des systémes | V1.5 | CIV8530 — Fiabilité des structures et systémes 30/40



Cas 3 — Systéme général

Cas 3 - Systeme général (cont.)
» Le nombre de probabilité conjointes Pr(Cmin,1Cmin2 ) a
estimer croit rapidement avec le nombre d'ensembles de
survie.

» La contribution des probabilités conjointes Pr(Cmin,1Cmin2 - - )
diminue avec le nombre de termes considérés (Voir exemple

#9.2)

» Bornes inférieures et supérieures:
k—1

m
Pf sys > Pr(cmin,1)+z max |0, Pr(Cmin,k) - Z Pr(Cmin,kcmin,l)
k=2 =1

m
< Pr( in,k) — Max Pr(Crmin kCrmi
Pf,sys = r min 1 + kZ_2 |: mln,k) r}LZ( r( min,k mln,l):|

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Soit un cadre rigide plastique ol M M M
X:[M17M27M37M47 M57H7 V]T °
M1 MS
Z 7277,
L 5m L 5m L
1 1 i
variables unités PDF By o) corrélation
Mi,i=1:5 kN-m Lognormale 150 30 pmm =0.3,i#]
H kN Log normale 50 20 indépendent
%4 kN Gamma 60 12 indépendent

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Introduction o ature Formula Approx. FORM Monte-Carlo

Exemple #9.3 — mécanismes de défaillance

Example #9.3 — mécanismes de défaillance [4]

.gl(x) ) g2(x) gi1(x)
Flexion latérale Flexion verticale Flexion combinée

I

gi(x) = travail virtuel interne — travail virtuel externe

gi(x) = M+ My+ My+ Ms —5H
go(x) = My+2Ms+ My —5V
g3(x) = My +2M3+2My + Ms —5H —5V

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Exemple #9.3 — mécanismes de défaillance

Example #9.3 - Résultats partiels FORM [#]

Fonction d'état limite gi(x)

p1 = 2.27, prrorm,1 = 0.011
&1 = [-0.23,-0.17, —0.04, —0.13, —0.11, 0.94, —0.00]

Fonction d'état limite go(x)

B2 = 2.88, prFrorm,2 = 0.002
G = [-0.26, —0.36, —0.42, —0.20, —0.00, —0.00, 0.76]

Fonction d'état limite g3(x)

B3 = 2.00, prrorm,2 = 0.023
&3 = [-0.31,-0.13, —0.29, —0.24, —0.11, 0.80, 0.31]

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Approx. FORM

Exemple #9.3 — mécanismes de défaillance coe
Example #9.3 - Calcul de pr s [#]
1 0.17 0.90
[Ralk = [6k&]]ky= | 017 1 054
0.90 054 1

Pour un systeme en série,

pfFORM,sys = 1 — ®3(8,Rs) = 0.027, By = 1.9

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Monte-Carlo
.

Monte-Carlo
5.1 Formulation
5.2 Example #9.3

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Introduction

Formulation

pr.mc = E[l(x)] = # oy 1(xi) [—]
ou,
K
Ix)=1-sys()=1-J] [1 - J] @-sx)
k=1 1€Cnmin,k
et,

si(x) = { 0, pour {gj(x) < 0} (Défaillance)
| 1. pour {gi(x) > 0} (Survie)

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Introduction Nomenclature o A FORM Monte-Carlo

Example #9.3

Example #9.3 - Calcul de pr s mc [#]

Les modes de défaillance représentent un systéme en série tel que

3
Ix)=1-]]six)
k=1

oy ) 0, pour {gi(x) < 0} (Défaillance)
sib) = 1, pour {gi(x) > 0} (Survie)

Pour m = 10° échantillons:

pr.mc = 0.026 (8 = 0.0061)

Pr,mc

‘ Pf,FORM,sys = 0.027 ‘

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Résumé

Approximation FORM:

=[B1, B2, Bm)T, Ralk, = [&x&f ksl =1,---,m
o R . 9m(X)y
Cas 1 - Fiabilité d'un systéme en série
N T S —1_ N 2(X
P La fiabilité d'un systéme peut Prsys = 1= ®m(B,Ra) ,,\(';()/d
&tre analysée comme une série
, s 7(X)
d ens:embles de sur\{le minimaux Cas 2 - Fiabilité d'un systéme en parralléle r
(systemes en paralleles) Prays = Om(—B,Ra) )
Il

P La probabilité de défaillance des Cas 3 - Fiabilité d'un systeme om(X
ensembles de survie minimaux Pr.sys = Pr (Ule {ﬂfecmm L &i(x) < 0 at ’;ég

peut &tre approximée a partir
des méthode du premier ordre

FORM Approximation Monte Carlo:
»  La loi d'inclusion/exclusion A = b Z
permet d'estimer la probabilité Prmc = E[l(x)] = ‘m Z; 1(xi)
i=

de défaillance de systemes

K
I(x) = 1 — ssys(x) = H H (1 = si(x))

k=1 rECmi"yk

Polytechnique M

iabilité des structures et systemes
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