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Module #8
Estimation de la fiabilité: Approximation du
second ordre, sachant la distribution fx(x)
(CIV8530 - Fiabilité des structures et systemes)

Enseignant: James-A. Goulet

Département des génies civil, géologique et des mines
@ Polytechnique Montréal

Section 14.4 - A. Der Kiureghian (2005). First- and second-
order reliability methods. Chapter 14 in Engineering design

reliability handbook, CRC Press, Boca Raton, FL.
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Introduction parabole SOR

(R’Varprr)el)

Exemple #38.1 Exemple #38.2 Résumé & limitati

Probabilité de défaillance — Fonction d’état limite

X = {Xl,Xz, s ,XN}I
x(x):

g(X):

g(X) =0:

Al
b

Enseignant: J-A. Goulet
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ensemble de variables aléatoires
densité de probabilité conjointe
fonction d’'état limite

surface d'état limite

40

30

X' 20

? Polytechnique Montréal



Introduction ps: parabole SOR Exemple #8.1 Exemple #8.2 Résumé & limitations

(o] le]e]

Problématique?

Que fait-on lorsque X = { X1, Xp,--- , X} et N > 27
» Il n'est plus possible de tracer fx(x)

» Intégrer analytiquement en N > 2 dimensions est difficile

Solution: Approximations analytiques, i.e. FOSM, FORM, SORM
et intégration numérique, i.e. Monte Carlo

SORM: Approximation du deuxieme ordre utilisant la distribution
conjointe de fx(x) (Second-Order Reliability Method)

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Problématique? (cont.)

1) Comment estime-t-on la probabilité
contenu dans le demi-espace défini par
une parabole?

2) Comment approxime-t-on la fonction
d'état limite par une parabole définie
dans I'espace normal centré réduit?

Enseignant: J-A. Goulet
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Organisation de la matiere
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fesultats 11 | Données empiriques w=-#
13 | Prise de décision
14 | Métamodeles & modéles empiriques
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pr: parabole
)

pr: parabole

2.1 (Rappel) Espace normal centré réduit
2.2 Demi-espace défini par un plan

2.3 Demi-espace défini par une parabole

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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pf parabole N Exemple #8 Exemple #8.2

(Rappel) Espace normal centré réduit

Variables normales centrée réduites

Soit U= {Ui,- -, Up} un ensemble variable aléatoires normales
centrée réduites tel que

U~ o) = 5 1),,/2 exp (—@)

» Les contours de ¢,(u) sont sphériques et centrés a |'origine
» La probabilité dans toutes les directions radiales diminue
exponentiellement, i.e. avec un incrément de |jul]

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Demi-espace défini par un plan

B — pr

La probabilité du demi-espace Q2 = {u: G(u) < 0} borné par un
plan est définie par la distance entre I'origine et le plan.

U2

PrUCQ) = /¢n(u
= o(-p3) 5§
= [ o )] "

= pPr

: J-A. Goulet ® Polytechnique Mol
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Demi-espace défini par une parabole

Probabilité dans le demi-espace défini par une parabole

n—1
prsorm = Pr <{ﬂ — Uy + %Z/@;uf < 0})
P
_ 2 [ (s+82] 77 1
- sb(ﬂ)Re{l\/;/o Loo[E }Hmds}

i=1

n—1

1
*CO s

I

ou, P(—pB) = % et x; correspondent aux

courbures principales

Comment calculer les courbures principales «;?

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Exemple #8.1

SORM

3.1 Introduction

3.2 Approximation du second ordre
3.3 Rotation du référentiel

3.4 Exemple

3.5 référentiel u

3.6 Courbures principales

3.7 Sommaire des étapes

3.8 Limitation

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Introduction

Formulation SORM
SORM, Second-Order Reliability Method:

Approximation de la surface d’état limite G(u) par un paraboloide

ayant son apex centré sur le point de conception u*.

Comment?
1. Transformation de g(X) dans |'espace normal centré réduit

2. Trouver le point de défaillance le plus probable, u*
(Analyse FORM + iHL-RF)

3. Calculer les courbures principales &;

pr.sorm = O(—8) [ | .

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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A;;;;réximation du se;:L)I;ci ordre
Formulation SORM - Série de Taylor du second ordre
=0
G(u) = G(u*)+VG(u*)(u—u*)+3(u—u*)TH(u*)(u — u¥)

Vv
approximation 1€ ordre

= VG| [(8 ~ &u) + yrodpey(u — uw)THu)(u - u")]

2 *
oli le Hessien de G(u) calculé 3 u* est H(u*) = [8855’)"%)}

Rotation du

référentiel:
u = Pu
u=PT

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Formulation SORM - Rotation du référentiel

On peut utiliser I'algorithme Gram-Schmidt afin d'obtenir la
matrice P tel que ' = Pu et u = PTu/

P11 pi2 -+ Pin _
P21 P22 Pon P est une matrice orthogonale
P — : : . : (PPT =1) ou la derniére rangée
' ' ' ' est le vecteur &.
Pn—-11 Pn-12 - Pn-1,n
| @ dy - Gn |
0
, 0
u* =Pu" = ¢, VGWHPT=]0,0,---,0,—||VG(u)]]
B

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Exemple (Ref. Ex. 6.1) [4]

Soit X1 = D et X, = S deux variable aléatoires normales ou:

up = 10mm s = 15kN _
D{UD — omm ’S{as — 5KN ,f, =300 MPa, D 1L S

S

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Exemple #8.2

Introduction Résumé & limitations

Exemple

& = [—0.88,0.47]

{ 0.47 0.88]

P=1 083 047

? Polytechnique Montréal

Enseignant: J-A. Goulet
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SORM

référentiel u

Formulation SORM - Dans le référentiel u

G(u) = VG(u*)(u—u*)+ 3(u—u*)TH(u*)(u—u*)

= VG (8~ au) + sredgey(u - u)THE)(u - u")]

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Introduction Exemple #8.1 Exemple #8.2 Résumé & limitations

rré1;érrerntie| u
Formulation SORM - Dans le référentiel u’
G(PTu)
[V G(u*)]
= B-aPTd —i—m(u’ —u*)TPH(u*)PT(u’ — u™)

=u

G'(v) =

_ PHQu")PT _ [ Au Ap
VG| [ Alz am

/ o /
A ]’ u1:[u17u27"' 7“n—1]T

12

5=ty 3ol — AW — u)
~0|G(U)=0 ~0|G(U)=0
1 ! / / T ./ / 2
B —up+ 5 |uf Ay + 2(u, — B)ALLul + ana(uy, — )

12

12

/
B — ul, + %ulTA;llu’1 (paraboloide ayant son apex a u’)

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Exemple #8.1 Exemple #8.2

Formulation SORM - Courbures principales (N > 2)

1
G'(u) B—Uf,—l—zulTAllu’l (paraboloide ayant son apex a u’*)

Afin d'obtenir la forme

193
G’(u’)%ﬁ—u;—i-E Kiu;
=

1

[y

ol k; sont les courbures principales du paraboloide, on définit une
transformation uf = Quj et u} = QTuf, tel que

li / " 7
u; Aj1u] = u; TQA11QTuf

ol Q est la matrice contenant les vecteurs propres de A;;

ki, i=1,---,n—1 sont les valeurs propres J

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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SORM

Sommaire des étapes

Sommaire des étapes [4|

1. Calculer le Hessien de H(u*) = [—a(;gg:;)]

PGu*) _ 8 (9Gu*)) _ o (9G(u¥)
8u,~6u,~ - 8u,~ 8UJ' - 8UJ' Bu,-
OG(u"4+Au;))  9G(u*—Au;)
~ 6Uj 8uj
N 2AU,’
OG(u*+Ay;) _ Gu+Aui+Au)—G(u*+Au—Au;)
Jdu;j - 2Au;
OG(u*—Ay;)) _  Gu*—Aui+Au)—G(u*—Auj—Au;)
Buj - ZAUJ'

: J-A. Goulet ® Polytechnique Mo
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Sommaire des étapes

Sommaire des étapes

1. Calculer le Hessien de H(u*) = [a;fi—g:)]

2. Construire la matrice P ayant comme derniére rangée &

def gschmidt (A):
m, n = np.shape(A)

P = np.zeros((m,n))
R = . s
def rotation(alpha): £ PpAzeros((n n)-)
or j in range(n):
I = np.eye(len(alpha)) V=Al:,j]
V = np.concatenate ((alpha,I[:,1:]),axis=1) if -;’0,
P = gschmidt (V) Jf L. .
or i in range(j):
P = np.concatenate((P[:,1:].transpose(), R[i,j1=P[:,i]
[g[:,O]]),axls=0) @ np.transpose ([A[:,j]])
return V=V-R[i,j1*P[:,1i]

R[j,j] = np.linalg.norm(V,2)
P [:,5] = V/R[j,]]
return P

® Polytechnique Mont

Fiabilité des structures et systemes
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Sommaire des étapes

Sommaire des étapes
1. Calculer le Hessien de H(u*) = {8;5{—&?]

2. Construire la matrice P ayant comme derniere rangée &

PH(u*)PT [ A A ]

3. Ca|Cu|er A= m = A_{z a

4. Calculer les courbures principales x; a partir des n — 1 valeurs
propres de A

5. Calculer =
pfrsorm = Pr /3—un+§;n;u,-2 <0
T 1 \ $(8)
>~ (- . S _gy= A2
( 5)’_1;[1 o ¥(=p) o(—5)

? Polytechnique Montréal
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Limitation

Limitation

Lorsque I'évaluation de g(x) demande un grand temps de calcul
(e.g. modele élément finis), le calcul du Hessien

H(u") = [?;G—gf} devient difficile,

Dans un tel cas, d'autres techniques existent afin d’'évaluer les
dérivés partielle du second ordre. Voir

Der Kiureghian, A. and De Stefano, M. (1991). Efficient algorithm
for second-order reliability analysis. Journal of Engineering
Mechanics, ASCE, 117(12), 2904-2923.

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Exemple #8.1 (Ref. Ex. 6.1) [4]

Soit X1 = D et X, = S deux variable aléatoires normales ou:

up = 10mm s = 15kN _
D{UD — omm ’S{as — 5KN ,f, =300 MPa, D 1L S

S

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Sommaire des étapes

8u;8uj

1. Calculer le Hessien de H(u*) = {826("*)] = [ 24%1'5 8 ]

2. Construire la matrice P ayant comme derniére rangée &

3. Calculer
A _ PH@)PT _ Ai; Ap | | 0.051 —0.095
VGl T AI2 ann | | —0.095 0.177

4. Calculer les courbures principales a partir des n — 1 valeurs
propres de Ay, k1 = 0.051

5. Calculer .
- 1 . #(B)
>~ P(— | | S —B) =
pr.sorm = ®(=F) pielRVA R CG) o ¥(=F) o(—p)

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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ooe o«

d
1

pr.Forv = 0.1008

pfr.sorm = 0.0966
Comme A;; = []1x1, 51 = A J prmc = 0.0967
(6Pf,MC = 0.001)

: J-A. Goulet ? Polytechnique Mol
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[ Jele]e]

Exemple #8.2

PM Soit une colonne a section rectangulaire b x h: b =100 mm,
b h = 100 mm sollicitée par une force axiale P et un moment
/h fléchissant M. La colonne plastifie si

bh?Y
4

M (P
Y M+<P> 21,0UPu:th,etMu:

(Distribution conjointe de type Nataf)

Variable unités PDF Ky Oy PP()  PM()  PY()

P kN Log normale 200 100 1 0.5 0
M  kN-m Log normale 15 2 0.5 1 0
Y MPa Gamma 100 20 0 0 1

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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0e00

Sommaire des étapes

1. Calculer le Hessien de H(u*) = {%g—gﬁ?]

2. Construire la matrice P ayant comme derniere rangée &

_ pHw)pr _ [ A Ap
3. Caleuler A = 156RaT = [ AL, am ]

4. Calculer les courbures principales a partir des n — 1 valeurs
propres de A

5. Calculer
pf,sorM = ®(—13) H _B)

\/1+zp(

: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal

pproximation du second ordre | V1.5 | CIV8530 — Fiabilité des structures et systémes



Exemple #38.2

[e]e] o]

Exemple #8.2: Résultats SORM [4]

Espace x Espace u

0.0570

Pf,SORM 0.0709
pr,mc = 0.0680

Pf,FORM

(8p; e = 0.0037)

Pf,mcC

NN

® Polytechnique M




Exemple #38.2
[e]ele] ]

Exemple #8.2: Résultats Monte Carlo [4]

[_]Surface d’état limite  Echantillons ot g(X)<0 e Echantillons ot g(X)>0

pr,rorm = 0.0570

pr.sorm = 0.0709
pr.mMc = 0.0680

HEH

(0pf.e = 0.0037)

T
HHHH
HEEEEE

Goulet ? Polytechnique M
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@00

Limitations

» La méthode SORM approxime la surface d'état limite g(X)
par un paraboloide. Cette approximation peut &tre erronée si
g(X) est fortement non-linéaire. Solution: Monte Carlo

» Comme pour les méthodes FORM, lorsque N est grand le
domaine contribuant a I'intégrale de pr n’est pas concentré
autour du le point de défaillance le plus probable u*.

» Pour la plupart des cas d'intéréts pratiques la méthode
SORM s’avere adéquate.

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Résumé & limitations
o] Yo}

Résumé

1.

2.

Calculer le Hessien de H(u*) = [%]
1=

Construire la matrice P ayant comme derniére rangée &

= PHEOPT _ | An Aw
Calculer A = VesI — { AL am

Calculer les courbures principales a partir des n — 1 valeurs propres de Aj;

Calculer 1=t
prsorM = Pr| <¢B—un+ Eéﬁiuiz <0
#(B)
>~ o(-p _g) = 2%
. )H T )
Rotation du référentiel:
— u’ = Pu
u=PTd

Fiabilité des structures et systemes



Exemple #8.1

Résumé & limitations

ooe

Théorie
probabilité

Fiabilité des
structures
& systémes

Estimation — pf
échantilonnage

Estimation — pf
analytique

Utilisation des
résultats

[0] Révision algsbre & probabilités @
[ 1] Lois de probabilités 797
[3] PDF multivariés «&

E Formulation fiabilité systemes %2

E Monte Carlo & %
12 Echantillonnage par importance e

Introduction
{2 Formulation fiabilité composantes '/
[5] Fosm B8 e
[6] FORM 25
[8] SORM BB
E Analyse de sensibilité
E Incertitudes aléatoires & épistémiques @
E Données empiriques =%
13 | Prise de décision
E Métamodeles & modeles empiriques
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