Introduction CFC FOSM
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Exemple #5.2

Probabilité de défaillance - Fonction d’état limite

X= {X17X27 T 7XN}:
x(x):

g(X):

g(X) =o0:

il
A

Enseignant: J-A. Goulet
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ensemble de variables aléatoires
densité de probabilité conjointe
fonction d’'état limite

surface d'état limite
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Problématique?

Que fait-on lorsque X = { X1, X, -+ , Xy} et N > 27
» Il n'est plus possible de tracer fx(x)

» Intégrer analytiquement en N > 2 dimensions est difficile

Solution: Approximations analytiques, i.e. MCFOSM, FOSM,
FORM, SORM et intégration numérique, i.e. Monte Carlo

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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MCFOSM & FOSM
Moments: p = E[X], 0% = E[(X — u)?]

MCFOSM: Approximation du 1€ ordre avec moments du 2¢™¢
ordre, centré sur My
(Mean-Centered First-Order Second Moments)

FOSM: Approximation du 1" ordre avec moments du 2¢™€ ordre,
(First-Order Second Moments)

Avec MCFOSM & FOSM, on assume qu’on ne connait
que les deux premiers moments de fx(x), X ~ (Mx, Zxx)

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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X ~ (Mx, Xxx)

Si on ne connait que les deux premiers moments:

X ~?(Mx, Zxx) = X ~ N (Mx, Zxx)
N

1er Qeme

Loi normale

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Problématique? (cont.)

Soit X ~ (Mx, Xxx) et Z = g(X) une fonction d’état limite
continue et dérivable

pr = Pr(Z < 0) = Fz(0) ~ Pr (U < —Z—;) = Fy(-p)

ou g =12

est 'indice de fiabilité et U ~ ¢(u), u= Z—1Z

est
0z

z
une variable aléatoire normale centrée réduite.

n

)

1 Comment estimer
uz et oz?
Pt B 1

u
Enseignant: J-A. Goulet
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Organisation de la matiere
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MCFOSM

2.1 Definition
2.2 Formulation
2.3 Exemple

Enseignant: J-A. Goulet
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Définition

1% approche MCFOSM:

Approximation du premier ordre centrée sur la moyenne et utilisant
les moments du second ordre

(Mean-Centered, First-Order, Second-Moment)

Enseignant: J-A. Goulet
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Formulation

Formulation [ ]
Approximation du premier ordre centré sur la moyenne
= linéarisation de g(X) a My

g(X) = g(Mx)+ Vg(Mx)(X — Mx)
pz = g(Mx)
O'% = Vg(Mx)Zxxvg(Mx)T
. _ [9&(x) Jg(x)
ou Vg(MX) - 8X1 y T 8XN =My
B = Bumcrosm = & (Mx)
V' Vg(Mx)ZxxVg(Mx)T

Limitation: Dépend du choix de la formulation de g(X) J

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal

5-FOSM: Approximation linéaire, sachant My et Xxx | V1.5 | CIV8530 — Fiabilité des structures et systémes 10/ 42



MCFOSM FOSM
00080000 @ ) «

Exemple

Exemple #5.1

Soit X1 = D et X, = S deux variables aléatoires ou:

up = 10mm us = 15kN _
D{UD — omm ,5{05 N ,f, =300MPa, D I S
S R(X) = D?f,,

g1(X) = R(X) =S

; |82(X) =1-5/R(X)

9,(x;.X,)

Enseignant: J-A. Goulet
5—FOSM: Approximation |

? Polytechnique Montréal
des structures et systemes
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Exemple

Exemple #5.1 (cont.)
Soit | g1(X) = D?f, — S|et|g2(X) =1 — 53~ |, olr:

g1(X)
g1(X)=0

Solution pour gi(X)
pz = gi(Mx)=10%f, —15 =15 (f, = 0.3kN/m?)

1S
B
XX
Il
o
<
X
Il
——

VaMx) = |2 %8 | =Raf 1w =[6,-1]
07 = Vg(Mx)ExxVg(Mx)T
= [67_1] |: g 205 :| [67_1]T = 132
15

B = PuvcFosm = fz 24 1.15, prmcrosm = ®(—p) = 0.12
oz 13

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Exemple

Exemple #5.1 (cont.)
Soit | g1(X) = D?f, — S|et|g(X) =1 — 3. |, o

gl(X) E; O,sz{ig},zxxz[g 205}
)

[[R1N
%?R?

g1(X) =
Solution pour g>(X

pz = g(Mx)=1-15/(10%f,) =05

Vg (Mx) = [2x/(fx3), —1/(1‘yx12)]x:MX = [0.10, —0.03]
02 = Vg(Mx)ZxxVg(Mx)T
~ T — 2
~ [0.10,-0.03] [ 0 o ] [0.10, —0.03]T = 0.21
pz 05

=— ~192>115 A

B = Bumcrosm = - 0.06

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Exemple

Exemple #5.1 (cont.) [#]

Soit | g1(X) = D?*f, — S |et|g(X) =1~ 5% , oli:

30 2 e MXZ{ 1 } Bxx = [g 205}

I g(X) ——g(X)=0 EEEHf.0. g(X) =—f.0.g(X)=0 © My

pf e = 0.08, g1 : prmcrosm =~ 0.12 4, g2 : pr mcFosm =~ 0.027 A

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Exemple

Exemple #5.1 (cont.) [#]

B g(X) ——g(X)=0 EE=Hf0. g(X) ——1.0.9(X)=0 o My

g1(X) = D*f, - S

2(X)=1-5F

y
pr = 0.08 30
25
&1 : prmcFosm ~ 0.12 2
X 15

82 : pr,mcrosm ~ 0.027 10

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique M
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X—=U
.

X—-U

3.1 Variables normales centrées réduites
3.2 Transformation X — U

3.3 Interprétation de 3 dans I'espace NCR
3.4 Probabilité de défaillance

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Variables normales centrées réduites

Variables normales centrées réduites

Soit U= {Ui,- -, Us} un ensemble de variables aléatoires
normales centrée réduites tel que

U~ o) = 5 1)n/2 exp (—@)

» Les contours de ¢,(u) sont sphériques et centrés a |'origine
» La probabilité dans toutes les directions radiales diminue
exponentiellement, i.e. avec un incrément de ||ul|?

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Variables normales centrées réduites

Variables normales centrées réduites — pr

(5]
£ " ]
s
| S)
T B 1 &% “
0 .
0 u

pr est compléetement définie par la distance entre I'origine
et la surface d’état limite (A fct. linéaire).

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Transformation X — U

Transformation X — U
Soit X ~ (Mx, Xxx) et soit une fonction d'état limite g(X).

Transformation: Si X ~ N (Mx, Xxx), on peut transformer X en
U ~ ¢p(u) tel que

U = L'DZY(X - My)
X = My + DxLU

ou Zxx = DxRxxDx, DX = diag[UX,.], RXX = LLT, etL= ChO'(Rxx)

g(X) = g(Mx + DxLU) = G(U)

L: Matrice triangulaire inférieure J

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Résumé

Interpretation de [ dans 'espace NCR [ ]
Soit G(X) =ap+ Y i ,aiXi=ao+a'™X, a=[ag,a, - ,an"
U = LIDH(X—My)

GU)=by+bTU=0
X = My + DxLU

G(U)=g(X) = ap+aT(Myx + DxLU)
= a+a'Myx-+a'DxLU
—_— =

bo bT
= by+bTU
Comme U ~ N(0,1),
newy =E[GU)] =bh
UzG(U) = Var[G(U)] =bTlb = |b] B: distance entre
_ Hewy) _ bo [ Orlgclrzij()at_leoplan
oy bl =

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Probabilité de défaillance

B — pr

La probabilité du demi-espace Q2 = {u: G(u) < 0} borné par un
plan est définie par la distance entre I'origine et le plan.

U2

PrUcQ) = /¢n
= o(-p)

= / fx dx
x:g(x)<0

= pr

JJ/ U1

N

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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FOSM

FOSM
4.1 Définition
4.2 Formulation

olytechnique M
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Définition

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Définition

FOSM: First Order Second Moments

-

U=L1DX-M
X ( x) U9
espace x espace u
~ = ~ =
Mx — 0

MCFOSM: linéarisation de

Gu)au=0 \ﬁ%

FOSM: linéarisation G(u) a u*

u®: Point de défaillance le &

plus probable

2l

Enseignant: J-A. Goulet
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Introduction v < Exemple #5.2

Définition

FOSM: First Order Second Moments

U=L"'Dy*(X - Mx)

espace X espace u
~ = ~ =
Mx — 0

MCFOSM: linéarisation de
G(uyau=0

FOSM: linéarisation G(u) a u*

u*: Point de défaillance le
plus probable

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Exemple #5.2

Définition

FOSM: First Order Second Moments

U=L"'Dy*(X - Mx)

espace X espace u
~ = ~ =
Mx — 0

MCFOSM: linéarisation de
G(uyau=0

FOSM: linéarisation G(u) a u*

u*: Point de défaillance le
plus probable

Enseignant: J-A. Goulet

? Polytechnique Montréal
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Définition

FOSM: First Order Second Moments

U=LID}(X-M \
X ( X) U9
espace X espace u
~ = ~ =
Mx — 0

MCFOSM: linéarisation de
G(uyau=0

FOSM: linéarisation G(u) a u* Uq

u*: Point de défaillance le
plus probable

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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béfinition
Définition

28me approche FOSM:

Approximation du premier ordre centré sur le point de défaillance
le plus probable (PDPP) et utilisant les moments du second ordre

Avantage: Invariable face au choix de la formulation de g(X) J

Comment?
1. Transformation de g(X) dans I'espace normal centré réduit

2. Linéarisation de G(U) centrée sur le point de défaillance le
plus probable u*

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Formulation

Formulation FOSM

Linérarisation: On linéarise G(U) au point u* dans I'espace NCR
=0

—~
G(U) =2 Gu")+VG(u*)(U—uY)
= VG(u*)U — VG(u*)u*
VG(u) = Vg(x)Ixu, Jxu=DxL
peuy = —VG(u*)u*
= VG(u)TIVG(u*) = [[VG(u)|?

pew) _ VG L L
TG(U) VG (u*)]l

&

B = Brosm =

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Introduction MC Y, Exemple #5.2

Formulation

Formulation FOSM (cont.)

&: Vecteur gradient négatif normalisé, i.e.
vecteur unitaire perpendiculaire a G(u*) =0

et pointant vers le domaine de défaillance U2
. VG (u¥)
=0
VG (u) N

u®: Point de conception, i.e., point de U1

défaillance le plus probable

=2

u* = Ba&T = argmin {|ju|| |G(u) = 0}

Prochaine étape: Comment trouver u*? J

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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@00000

Point de conception

Comment trouver le point de conception u*?

/Al n'y a pas de solution analytique pour trouver u*

Algorithme iHL-RF: improved Hasofer-Lind, Rackwitz-F iessler
iHL-RF est un algorithme itératif basé sur la méthode de
Newton-Raphson

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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des structures et systemes
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Point de conception u*

Algorithme iHL-RF — point de conception u*
A I'itération i, (pour i =0, u; = p1, = 0)

AT
G(U) = G(u,-)—l—VG(u,-)(U—u,—)

1

G(u;) — VG(U,’)UL—FVG(U,')U

HG(U)

= ,UG(U) _ G(u,-) — VG(U,‘)U,‘ _ G(l.l,') X &iui
TG(U) VG (uj) IV G (ui)]

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Point de conception u*

Exemple : Algorithme /HL-RF

_ VG(U;)
IVG(ui)|l

& =

G(u,-) N
Bi & s~y T Giui
VG (u)

uip = Bié]

i=1, uy=pu, =0

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Point de conception u*

Exemple : Algorithme /HL-RF

_ VG(U;)
IVG(ui)|l

& =

G(u,-) N
Bi & s~y T Giui
VG (u)

uip = Bié]

i=1, uy=pu, =0

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Point de conception u*

Exemple : Algorithme /HL-RF

_ VG(U;)
IVG(ui)|l

& =

G(u,-) N
Bi & s~y T Giui
VG (u)

uip = Bié]

i=1, uy=pu, =0

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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iHL-RF
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Point de conception u*

Exemple : Algorithme /HL-RF

_ VG(U;)
IVG(ui)|l

& =

G(u,-) N
Bi & s~y T Giui
VG (u)

uip = Bié]

i=1, uy=pu, =0

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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iHL-RF
00@000

Point de conception u*

Exemple : Algorithme /HL-RF

VG(U;)
IVG(ui)l

A

o = —

G(u))

Bi & s~y T Giui
[VG(u)

uiy1 = Bia]

=2 -2 0

? Polytechnique Montréal

Enseignant: J-A. Goulet
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iHL-RF
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Point de conception u*

Exemple : Algorithme /HL-RF

VG(U;)
IVG(ui)l

A

o = —

G(u))

Bi & s~y T Giui
[VG(u)

uiy1 = Bia]

i=3 -2 0

? Polytechnique Montréal

Enseignant: J-A. Goulet
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FOSM iHL-RF

[e]o]e] Jele]

Algorithme iHL-RF — facteur d'échelle

Les méthodes de type Newton-Rapson

peuvent diverger si le pas |luj+1 — uj|

est trop grand.

Racine de /(z)

X1

utod Lo N[ T
Uiy = Ui + Aid; ‘ ‘ « Convergence

ou le facteur d’échelle \; € (0,1], et le
vecteur direction est Nk
| Aoveee

ADivergence

Solution:

dj = Bi&] —u;
——

Uit1

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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MCFOSN iHL-RF

[e]o]e]e] Jo]

Point de conception u*

Algorithme iHL-RF — Vérification du facteur d'échelle

Pour uj+1 = u; + \;id;, le choix d'une valeur de \; est adéquat si

m(u,- + )\,‘d,‘) < m(u,-)

ou
1 2
m(u) = S [lull" + c[G(u)]
et ou ¢ est une constante satisfaisant la contrainte
[Juil
c >
[VG(ui)

La valeur de \; est optimale si

A; = argmin{m(u; + \d;)}
A

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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luction MCFOSM

Point de conception u*

< €1

2 - u; doit étre une projection de & a partir
de I'origine

Ujt1
o AT
|uj — &iu; &} || < e2
Bi

En pratique:
€1,€0 R 103

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Introduction M

Exemple #5.2

Résumé
®000000 (o]e}

Exemple FOSM+iHL-RF

Exemple #5.2

Soit X1 = D et Xo = S deux variables aléatoires ou:

K“D 10 mm ps = 15kN B
D{O’D = 2mm ’5{05 — 5kN ,f, =300 MPa, D 1L S
S R(X) = D*f,, g(X)=R(X)—S
b 10 2 0
x_{s}’MX_{B}’DX_{O 5}

R 1 0 _ 1 0

i Rxxz[o 1]"':"1:{0 1]

Vg(x) = {

Enseignant: J-A. Goulet

9g(x) 9g(x)
8X1 ’ 8X2

| a1

? Polytechnique Montréal
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MCFOSN -R Exemple #5.2
000000 o 000000 (o] lelelele]e]

Exemple FOSM~+iHL-RF

Exemple #5.2 (cont.)

Jabobien:

i, [05 0 ) 2 0
J"’X:Llelz[ 0 0.2]’J“':J1:DXL:[ }

Transformation x — u:

”ZS'E(X_MX):[O‘;; 0?2} (X_{ 12 }>

Ju,x

Transformation v — x:

x:Mx+DxLu:{ 10}—1—[2 O]u
—~—

Jx,u

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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MCFOSN -R Exemple #5.2
ofe 000000 0000 000000 0000000

Exemple FOSM+iHL-RF

Exemple #5.2 (cont.)
Etapes a suivre:
1. Initialization: xo = Mx = [10,15]T — uo =0 = [0,0]T

2. Evaluer la fonction d’état limite et son gradient
G(u;) = g(x;) = 10%f, — 15 =15
VG(uj) = Vg (xi)dxu = [12, 5]

3. Calculer le vecteur &;

i 12, —

a = ——vet) 1279 — [-0.92,0.38]
VG (uj)l V12, -5][12, 5]

4. Calculer le vecteur direction d;

Bi
G(u,-) N N
di=|-—"— + &ju; a;]’ —u; = [-1.07,0.44]7

A | ]

Ujt1
Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Exemple #5.2
[e]e]e] Jelele]

Exemple FOSM~+iHL-RF

Exemple #5.2 (cont.)

5. Calculer le point suivant avec \p =1
Ui =u;+ M\d; = [—1.07,0.44]T

6. Vérifier que la valeur \; utilisée est adéquate
[[uo|
IVG(uo)||
m(ug) = 1/2[Jug||? + co|G(u,)| = 150
m(u1) = 1/2[uy|® + co| G(u1)| = 14.3
Poursuivre si m(u;) < m(up), sinon, recommencer avec
Ao = Ao/2

=0—¢:=10>0

7. Recommencer a |'étape 2 avec
Xi+1 = Mx 4+ DxlLuj;1 = [7.87, 17.22]T

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal

5-FOSM: Approximation linéaire, sachant My et Xxx | V1.5 | CIV8530 — Fiabilité des structures et systemes 37/42



Introduction \ SN FOSM Exemple #5.2

00 [e [e]e]e]e] lele]
Exemple FOSM+iHL-RF

Exemple #5.2 (cont.) [#]

30
25
20
* 15 )
10
5
5 10 15 -2 0 2
X1 u1
o . [ 174 « ] —1.13
3 =128, & = [—0.88,0.47), x _{ 180 } u —{ 0.60 }
pr = 0.08, prrosm ~ 0.10, g1 : pr.mcrosm ~ 0.12

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Exemple #5.2
0000080

Exemple FOSM+iHL-RF

Exemple #5.2 (cont.) [#]

A<1

Goulet Polytechnique Mo
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Exemple #5.2

: [e]e o] o] [e]e ) [ ) 000000
Exemple FOSM-+iHL-R

Exemple #5.2b [4]

Soit X1 = D et Xo = S deux variables aléatoires ou:

pl Ho = 10 mm gl s = 15kN
op = 2mm ’ gs = 5kN

,f, =0.3kN/m?, pps = 0.5

30 3
S
25
20 1
><':\l JN
15
-1
o 10
2
5

-3

7 - u

1 1
pDs=o : pr,rosm ~ 0.10, pps—o.5 : pr,rosm ~ 0.05

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Introduction MC Y, Exemple #5.2

Résumé & limitations

» Les méthodes MCFOSM & FOSM ne by > prrosw 2| PIZPrrosu
prennent pas en compte la densité de
probabilité conjointe de fx(x). (applicable
lorsque seulement My et xx sont connus)

» Les méthodes MCFOSM & FOSM
approximent la fonction d'état limite g(X)
par un plan. Cette approximation peut étre
erronée si g(X) est fortement non-linéaire.

DR
Sk

Pour les 3 cas ci-haut:
» MCFOSM dépend de la formulation de la

fonction d’état limite g(X) et conduit a une
estimation sub optimale de pr.

» pr différents

» prrosm €gaux

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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[ 1] Lois de probabilités 797
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