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Pourquoi?

Comment formule-t-on des problémes
de fiabilité?
1. Cas spécial: fiabilité R, S

2. Cas général: fonction d’état limite

i
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Choix de fx (x)

Cas spécial: R, S

2.1 Définition

2.2 Exemple

2.3 Méthode #1 - Densités de probabilité conditionnelles
2.4 Méthode #2 - Marge de sécurité

2.5 Méthode #3 - facteur de sécurité

2.6 Modélisation des évenements rares

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Introduction Cas spécial: R, S

00 [ leje
Définition

Probabilité de défaillance - Cas spécial R, S
2 variables aléatoires:
R : Résistance (Capacité)
S @ Solicitation (Demande)

2 états possibles:
{R < S} : Défaillance (Rupture)
{R >S5} : Survie

Probabilité de défaillance (ou de rupture, pr):

pr=Pr(R<S)

Fiabilité (ou probabilité de survie, pr):

pr=Pr(R>5S)=1-pf

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Choix de fx (x)

Introduction

é%emple
normales ou:

Exemple #2.1a A
Soit R et S deux variable aléatoires log
=0 ey

pl Hr = 20 o[ pus
o = 5 ' os = b
S S
E 1\ i
0.10 ! \ R Representation
% 0.08 i \ incorrecte de la |
o ! \ probabilité de
= 006 | \ défaillance
R z ' (aire = 0.26)
= S |
o 0.04 "
0.02r 1
]
/
O
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r&s
? Polytechnique Montréal
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Enseignant: J-A. Goulet
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Introduction Cas spécial: R, S
cooe

Exemple

Exemple #2.1a - Espace multidimensionnel A [#]

40
Défaillance
30
0.01 &
@ » 20
N w0 . —
30 “" /\ \\
40 20 @// .
20 = Survie
s 10 r 10 20 30 40

r

pr = ﬂ fr.s(r, s)drds ~ 0.073 < 0.26
{r<s} A A

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Cas spécial: R, S
©00

Méthode #1 - Densités de probabilité conditionnelles

Méthode d'intégration #1 — Introduction

pr = fj fr.s(r,s)drds A Nl est difficile d’intégrer en 2D...

{r<s}

Méthode #1: ﬂ —>/

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal

2—Formulation mathématique des problemes de fi . des structures et systemes



Introduction Cas spécial: R, S
00000800

Méthode #1 - Densités de probabilité conditionnelles

o)

Calcul de pr frs(r,s) = fris(r[s)fs(s)
[ee] S
40 pr = / / fris(r|s)dr fs(s)ds
Défaillance 0 0
Fris(sls)
30 ‘,? . R|S
_ / Fris(sls) fs(s)ds
n 20 0 N—_——
4 f\ Pr(R<s|s)
10 170

. fR75(r,s) = fS‘R(s]r)fR(r)
Survie

10 20 30 40 00 oo
r pr = / / fs‘R(S|r)fR(r)der
0 r
o

— [ 1= Fantrlnlfar)ar
0 N—_——
Pr(S<r|r)

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Cas spécial: R, S
ooe

Méthode #1 - Densités de probabilité conditionnelles

Calculde pr- R 1L S
SiR LS, fris(rls) = fr(r) et fs|r(s|r) = fs(s)

pr — /0 h Fi(s) fo(s)ds = /0 o Fs(0) Vielr)or

Pr(R<s)

Pr(5<r)

(1) & (s)

Enseignant: J-A. Goulet
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Cas spécial: R, S
ooe

Méthode #1 - Densités de probabilité conditionnelles

Calculde pr- R 1L S
SiR LS, fris(rls) = fr(r) et fs|r(s|r) = fs(s)

pr = /0 h Fi(s) fs(s)ds = /0 - Fs(0) ()

Pr(R<s)

Pr(5<r)

(1) & (s)

Enseignant: J-A. Goulet

? Polytechnique Montréal
mathématique des problemes de f . des structures et systémes 1



Calculde pr-Z=R—-S

La marge de sécurité (Z) est la distance entre R et S
Z=R-S

ou {Z < 0} denote la défaillance. Donc,
pr=Pr(Z <0)= Pr(U < —“—Z> = &(—p)
oz
Comme Z est une fonction linéaire,

Nz g, 02 {uzz HR — pis
(z:12,0%) 0%: 0,2?+U§—2pR50RO'5

Indice de fiabilité
g—Hz
5 f . 8= rz _ KR — HUS
N
0 Z

A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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/ = R — S, transformation Z — U

pr = Pr(Z <0) = Fz(0) ~ Pr (U < —Z—i) = Fy(=pB) = ®(-5)

z— :

> U~ ¢(u), u= Z7 P2 st une V.A. normale centrée réduite.
oz

4 ve 1 T

» 3 = —= est I'indice de fiabilité

oz
n

/\ pr est calculé sans

33 erreur si
by . L frs(r,s) ~N(M,X)

0
0 u
Enseignant: J-A. Goulet
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Cas spécial: R, S
00®00

Méthode #2 - Marge de sécurité

Relation pr —

gna Goulet
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Choix de fx (x)

Exemple #2.1b [4]

Soit R et S deux variable aléatoires log normales ou:

R MR:20’5 MS:IO,RJLS,Z uz ~ 10
or = 5 os = 5 o7y ~ T
S Si on accepte la simplification ot R — S = Z ~ N(uz,0%)
Hz=Cy Mz Hz*G,
0.06f ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ :
0.04} :

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Cas spécial: R, S
oooo0e

Méthode #2 - Marge de sécurité

Exemple #2.1b [4]

0
/3\ [ 4
=)
L Pt B ]
0 1 1
0 u

pr = 0.073 ~ &(—f3) = 0.079
—_——

valeur exacte

Enseigna . Goulet
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Introduction Cas spécial: R, S Choix de fx(x)

Méthode #3 - facteur de sécurité

Calcul de pr - Z=R/S

Le facteur de sécurité (Z) est le ratio entre R et S

R R
Z_E’ ouZ—|n<§>—|nR—|n5

note: {R < S} ={InR <InS}. Comme InR et InS suivent des
distributions log normales

Hz = pinR — Hins = 0.77

2 2 2 2
07 =0nr T 0lhs = 2PnRINSOInROIns = 0.53

=0
77
ps = 0.073 = Fy 07N oo
pr==-- 0.53

valeur exacte

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Cas spécial: R, S

(1o}

Modélisation des évenements rares

Choix de frs(r,s) [#]

Quelle est I'influence du choix de frs(r,s) sur ps?
Pour us =10, g =ds =03, et R L S

35 10°
3 —N(.c%)
. - - -In N(w,6%)
2.5 10
2
o a= 107
15 .
1 10° S
0.5 R
—4
0 10
1 3 4 1 2 4
LT Ue/ig

Qu’elle est la cause de cet écart?

9 Polytechnique Montréal

des problemes de fiabilité . i es structures et systémes



Introduction 9 Choix de fx(x)

Modélisation des évenements rares

Choix de frs(r,s) (cont.) [#]

60
R /ne=1
0.15 HeMs
p,=5.0E-01
© f 0.04 40
0.1
] @ ®
= £ 002
= 2 20
0.05 50
0
50
0 ‘ 0
0 20 40 60 00 0 20 40 60
r&s N

Pour de faibles valeurs de pr, le contenu de probabilité se situe
dans la queue de la distribution, laquelle est mal décrite par les
mesures de positions (u) et de dispersions (o).

Enseignant: J-A. Goulet

? Polytechnique Montréal
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60

o1sf S Hglhg=2
" p=4.7E-02
o o 0.02 40
04t 4t
3 "R @ @
= ) £ 001
= i 2 20
005/ | - 50
P A 0 (&)
0 s % 0
0 20 40 60 s 00 T 0 20 40 60
r&s r

Pour de faibles valeurs de pr, le contenu de probabilité se situe
dans la queue de la distribution, laquelle est mal décrite par les
mesures de positions (u) et de dispersions (o).

? Polytechnique Montréal
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3 60
o.1sf S HgHg=
' p=4.1E-03
o o 0.01 40
- 0Af 4t
o3 [ ";,: [}
=) o R = 0.005 "
L [ -
005 I, 50
Y 0
' 50
0 - 0
0 20 40 60 s 00 T 0 20 40 60
r&s

Pour de faibles valeurs de pr, le contenu de probabilité se situe
dans la queue de la distribution, laquelle est mal décrite par les

mesures de positions (u) et de dispersions (o).

? Polytechnique Montréal
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60
o.1sf S Hglhg=4
1 p,=4.2E-04
o o 0.01 40
NCRR T
o3 [ ",T— [}
= ) = 0.005
= b 2 20
0.05 rA R 50
' /\ 0
roo 50
[ . 0
0 20 40 60 s 00 0 20 40 60
r&s r

Pour de faibles valeurs de pr, le contenu de probabilité se situe
dans la queue de la distribution, laquelle est mal décrite par les
mesures de positions (u) et de dispersions (o).
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Choix de fx(x)
(]

Rappel — Module 1

Comparaison des densités de probabilité [4]
Pour ux =3 et ox =1

i ——Gamma
0.4} Gumbel |7
Lognormal
03 ——Normal
=
0.2
0.1
O |
0 2 4 6 8
X

Quelle est la différence entre ces distributions?
Pourquoi est-ce important?

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Choix de fx(x)
(]

Rappel — Module 1

Comparaison des densités de probabilité [4]
Pour ux =3 et ox =1

0.02 -
——Gamma
———Gumbel
0.015 Lognormal| -
——Normal
=
:—_;< 0.01
0.005 \ _
0 N N l
6 6.5 7 7.5 8

X

Quelle est la différence entre ces distributions?
Pourquoi est-ce important?

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Choix de fx(x)
.
Rappel — Module 1

Comparaison des densités de probabilité [4]
Pour ux =3 et ox =1

1 X 10™ '
-
umbe
0.8 Lognormal| |
——Normal
0.6 .
X
<
= 04 .
0.2 -
10 11 12 13 14 15

Quelle est la différence entre ces distributions?
Pourquoi est-ce important?

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Cas général: FEL.
.

Cas général: F.E.L.
4.1 Définition

4.2 Exemples

4.3 Fiabilité des systemes

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Introduction al: R,S ) Cas général: FEL.

Définition

Probabilité de défaillance - Fonction d’état limite

Soit X = {X1, X2, -+, Xy} un ensemble de variables aléatoires
de base (directement observables)

et soit { R(X), S(X), A(X), ...} un ensemble de variables étant
fonction de X et non-directement observables

g(X) est une fonction d’état limite (ex: g(X) = R(X) — S(X))
g(X) = 0 est la surface d’état limite

Q = {x: g(x) <0} correspond au domaine de défaillance

Probabilité de défaillance (ou de rupture, pr):

pr = Pr(g(X) < 0) = /Q (%) dx

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Introduction C < ) Cas général: F.EL.

ofe foYe] Yololele)
Exemples

Exemple #2.2 [4]

Soit D et S deux variable aléatoires log normales ou:

up = 10mm us = 15kN _
D{UD — omm ,5{05 — 5KN ,f, =300MPa, D L S

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Cas général: FEL.
foYe] Yololele)

Introduction

Exemples

Exemple #2.2 [4]
log normales ou:

Soit D et S deux variable aléatoires

up = 10mm us = 15kN _
D{UD — omm {05 — 5KN ,f, =300MPa, D L S
X ={D,S}, R(D) = D*f,, g(X) =R(D)—-S
S 0o oo
pf =/ fx (x)dx =/ / fx(x)dsdd ~ 0.08
Q o Jd,
40 S
Il
=
R 002 N S
g ® 20 \
2 0.01 / A
= {x:g(x) > 0}

20 30

d

? Polytechnique Montréal

Enseignant: J-A. Goulet
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Introduction a 4 Choix de fx (x) Cas général: F.E.L.

ofe 000@000
Exemples

Récapitulatif — Fonction d’état limite

X ={X1,Xa,---,Xp}: ensemble de variables aléatoires
fx(x): densité de probabilité conjointe
g(X): fonction d'état limite
Q = {x:g(X) <0}: domaine de défaillance

40

30

il X' 20
A

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Introduction c S ) Cas général: F.EL.

0000000

Exemples

Exemples - g(X)
» Flambement élastique
w2 El

GO

g(E, I k,L,P) =

» Déplacement résiduel relatif inter-étage
8i(X) = Aj(x) — di(x)

pour 1 étage: g(X) = g1(X)
pour m étages: g(X) = min[g1(X), -, gm(X)]

» Plasticité & Von Mises

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Introduction

Fiabilité des systemes

Classes de problemes

Fiabilité d’une composante:
gi(X) est continue et dérivable

gm(X)
Fiabilité d’un systéme en série Xg .f& .
g(X) = min[g1(X), -+ , gm(X)] R

g1 (X)y

91(X)

Fiabilité d'un systéme en parralléle %
g(X) = max[g1(X), - - , gm(X)]
.(]’”L(X)
Fiabilité d’'un systéme gm(X)
. ! o ! 92(X)
(0 = min {maxlg (X)L -+ a0} %

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Introduction < 2, S Choix de fx(x)

l—;i:;xbilité des systemes
Défis de calculs

1- Assemblage de multiples composantes

Chaque classe de probleme (i.e. série, paralléle, ou systeme) peut
étre décomposée en une multitudes de problémes de fiabilité a
composante unique.

A voir: Définition des ensembles de coupures et ensembles liens

2- Integration multiple (N > 2)
Que fait-on lorsque X = {X1, Xo, -+ , Xy} et N > 27

» |l n'est plus possible de tracer fx(x)
» Intégrer analytiquement en N > 2 dimensions est difficile

A voir: Approximations analytiques, i.e. FOSM, FORM, SORM et
intégration numérique, i.e. Monte Carlo

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique M
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Résumé
0

RéSumé s Influence de fx(x):

Cas spécial R, 5: Fonction d’état limite:
R . Résistance (Capacité) X ={X, X2': s ’XN} VA de base
S : Solicitation (Demande) g(X): fonction d'état limite
{R < S} : Défaillance (Rupture) g(X) =0: surface d’'état limite

Q= {X : g(X) < 0}: domaine de défaillance

o
Marge de sécurité: Z=R—-S5, Z=R/S ™ 2o £
Indice de fiabilité: Y U

[‘3 _ /,1,72 _ UR — US * T
9z \/O'f? + O’% — 2PRSOROTS

pr = Pr(Z <0) = Fy(=p) = ©(-p)

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Théorie
probabilité

Fiabilité des
structures
& systémes

Estimation — pf
échantilonnage

Estimation — pf
analytique

Utilisation des
résultats

gna Goulet
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