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Département des génies civil, géologique et des mines
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Probabilité de défaillance

X = {X1,X2, · · · ,Xn}: ensemble de variables aléatoires

fX(x;θf ):
densité de probabilité conjointe
θf : Paramètres de fX(x)

g(X): fonction d’état limite
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Comment estimer la densité de probabilité f (θ)
à l’aide de mesures?
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Plan de la section

Incertitudes
2.1 Catégorisation
2.2 Évolution temporelle
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Catégorisation

Catégorisation des incertitudes
Les incertitudes sont habituellement regroupées en deux catégories:

Aléatoires (i.e. variabilité intrinsèque): Les incertitudes aléatoires
sont considérées comme étant irréductibles.
Davantage d’informations, de mesures, ou d’observations
ne peuvent les réduire.

Épistémiques (i.e. manque de connaissances): Les incertitudes
épistémiques sont associées à un manque de connaissances.
Davantage d’informations, de mesures, ou d’observations peuvent
les réduire.

Les variables X sont habituellement affectées par
les deux types d’incertitudes.
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Évolution temporelle

Évolution temporelle des incertitudes
Phase de conception: Les variables sont considérées comme
étant aléatoires.
I Variabilité intrinsèque
I Incertitude quant à au processus de construction

Phase d’analyse (structure existante): Les variables sont
habituellement affectées par les deux types d’incertitudes.
I Variabilité intrinsèque
I Manque de connaissance quant au processus de construction

Phase de
conception

Phase de
d’analyse
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Plan de la section

Observations
3.1 Définition
3.2 Qualificatifs des observations
3.3 Incertitudes des observations
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Définition

Observations de quantités incertaines

I X : variable aléatoire, fX (x ;θ)
I θ: Paramètres du PDF de X
I {x1, x2, · · · , xn}: réalisations de X

Que fait-on lorsque les paramètres θ sont inconnus?
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Définition
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Qualificatifs des observations

Qualificatifs des observations
On cherche à obtenir f (θ|D), D = {y1, y2, · · · , yn}
Il y a trois qualificatifs pour les observations (Y)

1. Types:
I Directes : Y = X
I Indirectes: Y = h(X )

2. Incertitudes:
I Exactes : Y = X
I Inexactes: Y = X + V︸ ︷︷ ︸

additive

, Y = X · V︸ ︷︷ ︸
multiplicative

3. Bornes:
I Supérieure : Y ≥ X
I Inférieure: Y ≤ X
I ∅: Y = X
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Incertitudes des observations

Incertitudes d’observations
Il y a deux principaux modèles d’incertitudes pour observations
inexactes

Erreurs additives
Y = X + V : {X ,V ,Y } ∼ N (·, ·)

V ∼ N (0, σV )

Erreurs multiplicatives
Y = X · V : {X ,V ,Y } ∼ lnN (·, ·)

V ∼ lnN (0, σlnV ) ≈ N (1, δV )
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Plan de la section

Bayes
4.1 Notation
4.2 Théorème de Bayes
4.3 Probabilité à priori
4.4 Fonction de vraisemblance
4.5 Probabilité à posteriori
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Notation

Notation
fX (x) ≡ f (x ;θ): Densité de probabilité d’une variable

fY(y): Distribution conjointe des observations Y = [Y1, · · · ,Yn]ᵀ

Yi = X + Vi︸ ︷︷ ︸
additive

| Yi = X · Vi︸ ︷︷ ︸
multiplicative

où V est une variable aléatoire représentant l’erreur de mesure.
Si la mesure est non biaisé :

Vi ∼ N (0, σ2
V ),Vi ⊥⊥ Vj ,∀i 6= j︸ ︷︷ ︸
additive

| Vi ∼ lnN (0, σlnV ),Vi ⊥⊥ Vj , ∀i 6= j︸ ︷︷ ︸
multiplicative

On cherche à obtenir f (x |D) (“PDF prédictif à postériori”) à
partir de f (θ|D) (“PDF à postériori”)

f ′′(x) ≡ f (x |D) =

∫
f (x ;θ)f (θ|D)dθ
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Théorème de Bayes

Théorème de Bayes
f (θ|D) est obtenue à partir de la densité conjointe f (θ,D)

f (θ,D) = f (θ|D)f (D) = f (D|θ)f (θ)

f ′′(θ) ≡ f (θ|D) =
f (D|θ)f (θ)

f (D)
Théorème de Bayes

f ′′(θ) ≡ f (θ|D): Densité de probabilité à posteriori

f ′(θ) ≡ f (θ): Densité de probabilité à priori

f (D|θ) ≡ L(θ|D): Fonction de vraisemblance

f (D) = Pr(D): Constante de normalisation∫
f (θ|D)dθ ≡ 1, donc f (D) =

∫
f (D|θ)f (θ)dθ
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Probabilité à priori

f (θ) ≡ f ′(θ): Densité de probabilité à priori

Connaissances subjectives: Connaissances à priori du problème,
contraintes physiques, jugement d’expert, etc.

Connaissances diffuses: i.e. probabilité égale pour toutes les
possibilités. e.g.: X ∼ N (µ, σ2), f ′(µ, σ) = 1

Apprentissage itératif: La densité de probabilité à postériori à
l’étape i − 1 correspond à la connaissance à priori à l’étape i
e.g.: f ′i (θ) = f ′′i−1(θ)
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Fonction de vraisemblance

f (D|θ): Fonction de vraisemblance
f (D|θ) ≡ f (Y = y|θ) ≡ f (y|θ) ≡ L(θ|y): Vraisemblance
d’observer y1 en fonction de θ

Soit une observation D = {y1} étant une réalisation de
Y = X + V︸ ︷︷ ︸

additive

, où V ∼ N (0, σ2
V ) et X ∼ N (µX , σ

2
X︸ ︷︷ ︸

θ

)

f (y |θ) = N (µX , σ
2
X + σ2

V )

Soit une observation D = {y1} étant une réalisation de

multiplicative︷ ︸︸ ︷
Y = X · V ,

où V ∼ lnN (0, σ2
lnV ) et X ∼ lnN (µlnX , σ

2
lnX︸ ︷︷ ︸

θ

)

f (y |θ) = lnN (µlnX , σ
2
lnX + σ2

lnV )
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Fonction de vraisemblance

f (D|θ): Fonction de vraisemblance [ ]

Soit une observation y1 = −1 étant une réalisation de

additive︷ ︸︸ ︷
Y = X + V .

f (x) = N (µX , 2
2), θ = µX , Vi ∼ N (0, 12)

f (y |µX ) ≡ L(µX |y) =
1√

2π ·
√
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exp

[
−1

2

(
y − µX√
12 + 22

)2
]

0
5 5

0.1

f(
Y

=
y|
µ X

)

y =-1. 0|µX =0 .0

y µX

0 0

0.2

-5 -5 -5 0 5
y

0

0.05

0.1

0.15

0.2

f(
Y

=
y|
µ X

)

-5 0 5
µX

0

0.05

0.1

0.15

0.2

L
(µ

X
|y
)

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Fonction de vraisemblance

f (D|θ): Fonction de vraisemblance (borne inf.) [ ]
Soit une observation y1 = −1 étant une réalisation de Y < X + V .

f (x) = N (µX , 2
2), θ = µX , Vi ∼ N (0, 12)

f (X+V > y |µX ) =

∫ ∞
y

1√
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exp
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Fonction de vraisemblance

f (D|θ): Fonction de vraisemblance (borne inf.) [ ]
Soit une observation y1 = −1 étant une réalisation de Y < X + V .

f (x) = N (µX , 2
2), θ = µX , Vi ∼ N (0, 12)

f (X + V > y |µX ) = 1−
(

1

2
+

1

2
erf

[
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2
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Fonction de vraisemblance

f (D|θ): Fonction de vraisemblance (borne sup.) [ ]
Soit une observation y1 = −1 étant une réalisation de Y > X + V .

f (x) = N (µX , 2
2), θ = µ, Vi ∼ N (0, 12)

f (X+V < y |µX ) =

∫ y

−∞

1√
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Fonction de vraisemblance

f (D|θ): Fonction de vraisemblance (borne sup.) [ ]
Soit une observation y1 = −1 étant une réalisation de Y > X + V .

f (x) = N (µX , 2
2), θ = µ, Vi ∼ N (0, 12)

f (X + V < y |µX ) =
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+
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Fonction de vraisemblance

f (D|θ): Fonction de vraisemblance
Note 1 – terminologie:

f (Y = y |θ) est appelé vraisemblance car il n’est pas nécessaire que∫
θ
f (Y = y |θ) = 1

Note 2 – N observations:

Si yi ⊥⊥ yj ,∀i 6= j (i.e. les observations sont indépendantes)

f (Y1 = y1, · · · ,YN = yN |θ) =

≈0,N�1︷ ︸︸ ︷
N∏
i=1

f (Yi = yi |θ)

= exp

(
N∑
i=1

ln(f (Yi = yi |θ))

)
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Introduction Incertitudes Observations Bayes Exemples PDF conjugué Résumé

Fonction de vraisemblance

f (D): Constante de normalisation

Pr(D) = f (D) =

∫
f (D|θ)f (θ)dθ = Eθ[f (D|θ)]

P̂r(D)MC =
1

m

m∑
i=1

f (D|θi ) · f (θi )

h(θi )
, θi ∼ h(θ) : densité d’échantillonnage

=
1

m

m∑
i=1

f (D|θi ) · f (θi )
1

b−a
, θi ∼ h(θ) = U(a, b)

=
1

m

m∑
i=1

f (D|θi ), θi ∼ h(θ) = f (θ)

Attention: l’intégration Monte
Carlo avec h(θ) = f (θ) n’est plus
une option lorsque N est grand.
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Fonction de vraisemblance

f (D): Constante de normalisation [ ]

Soit une observation y1 = −1 étant une réalisation de Y = X + V .
f (x) = N (µX , 2

2), θ = µX , V ∼ N (0, 12), f (µX ) = N (1, 52)

P̂r(D)MC =
1

m

m∑
i=1

f (D|θi ) = 0.0681 (m = 106)

.
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Probabilité à posteriori

f (θ|D): Probabilité à posteriori [ ]

Soit une observation y1 = −1 étant une réalisation de Y = X + V .
f (x) = N (µX , 2

2), θ = µX , V ∼ N (0, 12), f (µX ) = N (1, 52)

f (θ|D) =
f (D|θ)f (θ)

f (D)
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Probabilité à posteriori

f (θ|D): Probabilité à posteriori

f (θ|D) =
f (D|θ)f (θ)

f (D)

f (θ|D)→ souvent pas de formulation analytique

Solution:
f (θ|D) ≈ N (E[θ|D], var[θ|D])

E[θ|D] =

∫
θ · f (θ|D)dθ

var[θ|D] =

∫
(θ − E[θ|D])2 · f (θ|D)dθ
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Probabilité à posteriori

Échantillonnage Monte-Carlo, f (θ|D)

E[θ|D] =

∫
θ · f (θ|D)dθ

≈ 1

m

m∑
i=1

θi ·
f (D|θi ) · f (θi )

f (D)
· 1

h(θi )

≈ 1

m

m∑
i=1

θi ·
f (D|θi )
f (D)

, θi ∼ h(θ) = f (θ)

var[θ|D] =

∫
(θ − E[θ|D])2 · f (θ|D)dθ

≈ 1

m

m∑
i=1

(θi − E[θ|D])2 · f (D|θi ) · f (θi )

f (D)
· 1

h(θi )

≈ 1

m

m∑
i=1

(θi − E[θ|D])2 · f (D|θi )
f (D)

, θi ∼ h(θ) = f (θ)
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Probabilité à posteriori

f (θ|D): Probabilité à posteriori – effet de N

Lorsque le nombre d’observations indépendantes N →∞

f (θ|D) =
f (D|θ)f (θ)

f (D)
→ δ(

valeur réelle︷︸︸︷
θ∗ )︸ ︷︷ ︸

Dirac delta PDF

E[θ|D]→ θ∗︸︷︷︸
valeur réelle

var[θ|D]→ 0︸︷︷︸
valeur réelle

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Probabilité à posteriori

Résumé – Échantillonnage Monte-Carlo
Pour N observations et m échantillons : θi ∼ h(θ) = f (θ)

f (D) ≈ 1

m

m∑
i=1

 N∏
j=1

f (yj |θi )


E[θ|D] ≈ 1

m

m∑
i=1

[
θi ·

∏N
j=1 f (yj |θi )
f (D)

]

var[θ|D] ≈ 1

m

m∑
i=1

[
(θi − E[θ|D])2 ·

∏N
j=1 f (yj |θi )
f (D)

]

Attention: l’intégration Monte
Carlo avec h(θ) = f (θ) n’est plus
une option lorsque N est grand.
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Plan de la section

Exemples
5.1 Introduction
5.2 Nomenclature
5.3 Connaissances à priori
5.4 Cas #1: La capacité de la presse > R
5.5 Cas #2: La capacité de la presse < R
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Introduction

Exemple #11.1 – Estimation des paramètres [ ]

Réalité (inconnue!, µR = 42MPa, σR = 2MPa)

R ∼ lnN (µlnR︸︷︷︸
µR=?

, σlnR︸︷︷︸
σR=?

) MPa

(Note: la résistance
(R) du béton à une

variabilité intrinsèque)

On cherche:

PDF à postériori︷ ︸︸ ︷
f ′′(µR , σR) =

fct. de vraisemblance︷ ︸︸ ︷
f (Y1 = y1, · · · ,YN = yN |µR , σR) ·

PDF à priori︷ ︸︸ ︷
f ′(µR , σR)

f (Y1 = y1, · · · ,YN = yN)︸ ︷︷ ︸
cte. de normalisation

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Introduction Incertitudes Observations Bayes Exemples PDF conjugué Résumé

Nomenclature

Exemple #11.1 - Nomenclature

R ∼ lnN (µlnR︸︷︷︸
µR=?

, σlnR︸︷︷︸
σR=?

) MPa

R: Variable aléatoire associée à la résistance

{µR , σR}: Paramètres décrivant la densité de probabilité de R, i.e.
moyenne et écart-type.

{µ′µR , σ
′
µR
, µ′σR , σ

′
σR
}: Hyper-paramètres décrivant les densités de

probabilités à priori de µR et σR , i.e. moyennes et écarts-types.

{µ′′µR , σ
′′
µR
, µ′′σR , σ

′′
σR
}: Hyper-paramètres décrivant les densités de

probabilités à posteriori de µR et σR , i.e. moyennes et écarts-types.

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Connaissances à priori

PDF à postériori︷ ︸︸ ︷
f ′′(µR , σR ) =

fct. de vraisemblance︷ ︸︸ ︷
f (Y1 = y1, · · · , YN = yN |µR , σR ) ·

PDF à priori︷ ︸︸ ︷
f ′(µR , σR )

f (Y1 = y1, · · · , YN = yN )︸ ︷︷ ︸
cte. de normalisation

Connaissances à priori: f ′(µR , σR) = f ′(µR)f ′(σR), (µR ⊥⊥ σR)

f ′(µR) = lnN (µ′lnµR , σ
′
lnµR

)︸ ︷︷ ︸
Informations à priori
µ′
µR

= 45 MPa
σ′
µR

= 7 MPa

, f ′(σR) = lnN (µ′lnσR , σ
′
lnσR

)︸ ︷︷ ︸
Informations à priori

µ′
σR

= 5 MPa
σ′
σR

= 2 MPa

Rappel, densité de probabilité lognormale:

σlnXi
=

√√√√ln

(
1 +

(
σXi

µXi

)2
)
, µlnXi

= lnµXi
−
σ2

lnXi

2

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Cas #1: La capacité de la presse > R

PDF à postériori︷ ︸︸ ︷
f ′′(µR , σR ) =

fct. de vraisemblance︷ ︸︸ ︷
f (Y1 = y1, · · · , YN = yN |µR , σR ) ·

PDF à priori︷ ︸︸ ︷
f ′(µR , σR )

f (Y1 = y1, · · · , YN = yN )︸ ︷︷ ︸
cte. de normalisation

Cas #1: La capacité de la presse > R

Erreur de mesure: lnY = lnR + V , V ∼ N (0, 0.012) MPa

Fonction de vraisemblance: f (y |θ) = lnN (µlnR , σ
2
lnR + σ2

V︸︷︷︸
=0.012

)

f (Y1 = y1, · · · ,YN = yN |µR , σR) =

N∏
i=1

1

yi
√

2π
√
σ2

lnR + 0.012
exp

−1

2

 ln yi − µlnR√
σ2

lnR + 0.012

2
︸ ︷︷ ︸

PDF Lognormal
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Cas #1: La capacité de la presse > R

PDF à postériori︷ ︸︸ ︷
f ′′(µR , σR ) =

fct. de vraisemblance︷ ︸︸ ︷
f (Y1 = y1, · · · , YN = yN |µR , σR ) ·

PDF à priori︷ ︸︸ ︷
f ′(µR , σR )

f (Y1 = y1, · · · , YN = yN )︸ ︷︷ ︸
cte. de normalisation

f (Y1 = y1, · · · ,YN = yN) = Pr(Y1 = y1, · · · ,YN = yN) =∫
µR

∫
σR

f (Y1 = y1, · · · ,YN = yN |µR , σR)f ′(µR , σR)dσRdµR

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Cas #1: La capacité de la presse > R

Exemple #11.1 - Résultats [ ]

y1 = 39.7 MPa

Densité de probabilité
prédictive

f̃R(r) =

∫
θ
fR(r |θ)f ′′(θ)dθ

20 40 605
10

0

µR

PDF − à priori

σR

f’(
µ R,σ

R)

20 40 605
10

0

µR

PDF − vraisemblance (N = 1)

σR

f(D
|µ

R,σ
R)

20 40 605
10

0

µR

PDF − à postériori

σR

f’’
(µ

R,σ
R)

20 40 60
0

r

f R(r)

PDF − prédictif

 

 
PDF prédictif
Réalité (inconnue)
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Cas #1: La capacité de la presse > R

Exemple #11.1 - Résultats [ ]

y2 = 42.0 MPa

Densité de probabilité
prédictive

f̃R(r) =

∫
θ
fR(r |θ)f ′′(θ)dθ

20 40 605
10

0

µR

PDF − à priori

σR

f’(
µ R,σ

R)

20 40 605
10

0

µR

PDF − vraisemblance (N = 2)

σR

f(D
|µ

R,σ
R)

20 40 605
10

0

µR

PDF − à postériori

σR

f’’
(µ

R,σ
R)

20 40 60
0

r

f R(r)

PDF − prédictif

 

 
PDF prédictif
Réalité (inconnue)
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Cas #1: La capacité de la presse > R

Exemple #11.1 - Résultats [ ]

N = 5

Densité de probabilité
prédictive

f̃R(r) =

∫
θ
fR(r |θ)f ′′(θ)dθ

20 40 605
10

0

µR

PDF − à priori

σR

f’(
µ R,σ

R)

20 40 605
10

0

µR

PDF − vraisemblance (N = 5)

σR

f(D
|µ

R,σ
R)

20 40 605
10

0

µR

PDF − à postériori

σR

f’’
(µ

R,σ
R)

20 40 60
0

r

f R(r)

PDF − prédictif

 

 
PDF prédictif
Réalité (inconnue)
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Cas #1: La capacité de la presse > R

Exemple #11.1 - Résultats [ ]

N = 10

Densité de probabilité
prédictive

f̃R(r) =

∫
θ
fR(r |θ)f ′′(θ)dθ

20 40 605
10

0

µR

PDF − à priori

σR

f’(
µ R,σ

R)

20 40 605
10

0

µR

PDF − vraisemblance (N = 10)

σR

f(D
|µ

R,σ
R)

20 40 605
10

0

µR

PDF − à postériori

σR

f’’
(µ

R,σ
R)

20 40 60
0

r

f R(r)

PDF − prédictif

 

 
PDF prédictif
Réalité (inconnue)
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Cas #1: La capacité de la presse > R

Exemple #11.1 - Résultats [ ]

N = 20

Densité de probabilité
prédictive

f̃R(r) =

∫
θ
fR(r |θ)f ′′(θ)dθ

20 40 605
10

0

µR

PDF − à priori

σR

f’(
µ R,σ

R)

20 40 605
10

0

µR

PDF − vraisemblance (N = 20)

σR

f(D
|µ

R,σ
R)

20 40 605
10

0

µR

PDF − à postériori

σR

f’’
(µ

R,σ
R)

20 40 60
0

r

f R(r)

PDF − prédictif

 

 
PDF prédictif
Réalité (inconnue)
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Cas #1: La capacité de la presse > R

Exemple #11.1 - Résultats [ ]

N →∞

f (θ|D)→ δ(θ∗)︸ ︷︷ ︸
Dirac delta PDF

E[θ|D]→ θ∗︸︷︷︸
valeur réelle

f̃R(r)→ fR(r)︸ ︷︷ ︸
PDF réel

20 40 605
10

0

µR

PDF − à priori

σR

f’(
µ R,σ

R)

20 40 605
10

0

µR

PDF − vraisemblance (N = 20)

σR

f(D
|µ

R,σ
R)

20 40 605
10

0

µR

PDF − à postériori

σR

f’’
(µ

R,σ
R)

20 40 60
0

r

f R(r)

PDF − prédictif

 

 
PDF prédictif
Réalité (inconnue)
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Cas #2: La capacité de la presse < R

PDF à postériori︷ ︸︸ ︷
f ′′(µR , σR ) =

fct. de vraisemblance︷ ︸︸ ︷
f (Y1 = y1, · · · , YN = yN |µR , σR ) ·

PDF à priori︷ ︸︸ ︷
f ′(µR , σR )

f (Y1 = y1, · · · , YN = yN )︸ ︷︷ ︸
cte. de normalisation

Cas #2: La capacité de la presse = 35 MPa < R

Erreur de mesure: lnY < lnR + V , V ∼ N (0, 0.012) MPa

Fonction de vraisemblance: f (y |θ) = lnN (µlnR , σ
2
lnR + σ2

V︸︷︷︸
=0.012

)

f (Y1 > y1, · · · ,YN > yN |µR , σR) =
N∏
i=1

1−

1

2
+

1

2
erf

 ln yi − µlnR
√

2
√
σ2

lnR + 0.012


︸ ︷︷ ︸

CDF log Normal
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Cas #2: La capacité de la presse < R

Exemple #11.1 - Résultats [ ]

R > y1 = 35 MPa

Densité de probabilité
prédictive

f̃R(r) =

∫
θ
fR(r |θ)f (θ)dθ

20 40 605
10

0

2

4

µR

PDF − à priori

σR

f’(
µ R,σ

R)

20 40 605
10

0

0.5

1

µR

PDF − vraisemblance (N = 1)

σR

f(D
|µ

R,σ
R)

20 40 605
10

0

0.01

0.02

µR

PDF − à postériori

σR

f’’
(µ

R,σ
R)

20 40 60
0

0.1

0.2

r

f R(r)

PDF − prédictif

 

 
PDF prédictif
Réalité (inconnue)
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Cas #2: La capacité de la presse < R

Exemple #11.1 - Résultats [ ]

R > y1 = 35 MPa

R > y2 = 35 MPa

Densité de probabilité
prédictive

f̃R(r) =

∫
θ
fR(r |θ)f (θ)dθ

20 40 605
10

0

2

4

µR

PDF − à priori

σR

f’(
µ R,σ

R)

20 40 605
10

0

0.5

1

µR

PDF − vraisemblance (N = 2)

σR

f(D
|µ

R,σ
R)

20 40 605
10

0

0.01

0.02

µR

PDF − à postériori

σR

f’’
(µ

R,σ
R)

20 40 60
0

0.1

0.2

r

f R(r)

PDF − prédictif

 

 
PDF prédictif
Réalité (inconnue)
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Cas #2: La capacité de la presse < R

Exemple #11.1 - Résultats [ ]

N = 5

Densité de probabilité
prédictive

f̃R(r) =

∫
θ
fR(r |θ)f (θ)dθ

20 40 605
10

0

2

4

µR

PDF − à priori

σR

f’(
µ R,σ

R)

20 40 605
10

0

0.5

1

µR

PDF − vraisemblance (N = 5)

σR

f(D
|µ

R,σ
R)

20 40 605
10

0

0.01

0.02

µR

PDF − à postériori

σR

f’’
(µ

R,σ
R)

20 40 60
0

0.1

0.2

r

f R(r)

PDF − prédictif

 

 
PDF prédictif
Réalité (inconnue)
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Cas #2: La capacité de la presse < R

Exemple #11.1 - Résultats [ ]

N = 10

Densité de probabilité
prédictive

f̃R(r) =

∫
θ
fR(r |θ)f (θ)dθ

20 40 605
10

0

2

4

µR

PDF − à priori

σR

f’(
µ R,σ

R)

20 40 605
10

0

0.5

1

µR

PDF − vraisemblance (N = 10)

σR

f(D
|µ

R,σ
R)

20 40 605
10

0

0.01

0.02

µR

PDF − à postériori

σR

f’’
(µ

R,σ
R)

20 40 60
0

0.1

0.2

r

f R(r)

PDF − prédictif

 

 
PDF prédictif
Réalité (inconnue)
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Plan de la section

PDF conjugué
6.1 Problématique
6.2 Définition
6.3 exemple
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Problématique

Constante de normalisation, f (D)

f (θ|D) =
f (D|θ)f (θ)

f (D)
, f (D) =

∫
θ
f (D|θ)f (θ)dθ

Pour θ = [θ1, θ2, · · · , θm]ᵀ, lorsque m > 3; calcul analytique de
f (D) devient très difficile.
Lorsque N > 10 une approche MC de base devient insuffisante.

Solutions:

I Approximation MLE: θ{MLE} = arg max
θ

f (D|θ)

I Approximation de Laplace:

f (θ|D) ≈ N (θ{MLE},−H(ln f (D|θ{MLE}))−1)

I Intégration Monté Carlo avancés, θi ∼ h(θ) ∝ f (θ|D)

I Densité de probabilité à priori conjuguée

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Définition

Densité de probabilité à priori conjuguée

Pour certaines densités de probabilités f (D|θ) et f (θ), la densité à
postériori f (θ|D) fait parti de la même famille que f (θ).

Pour les densités de probabilités à priori conjuguées, la densité de
probabilité a posteriori des paramètres f (θ|D) est décrite par des
hyper-paramètres qui peuvent être calculés analytiquement.

Exemples: http://en.wikipedia.org/wiki/Conjugate_prior

Hyper-paramètres: Paramètres décrivant la densité
de probabilité des paramètres que l’on veut identifier.
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exemple

Exemple #11.2 [ ]

Supposons que l’on connait
σlnR = 0.05, σV = 0.01

Réalité (inconnue!, µR = 42MPa):

R ∼ lnN (µlnR︸︷︷︸
=?

, σlnR︸︷︷︸
=0.05

) MPa (Note: la résistance
(R) du béton à une

variabilité intrinsèque)

flnR(ln r |µR) = N (µlnR , σ
2
lnR + σ2

V )

f ′(µlnR) = N (µ′µln R
, σ′µln R

); {µ′µR = 45MPa, σ′µR = 7MPa}

f ′′(µlnR) = N (µ′′µln R
, σ′′µln R

); {µ′′µR =?, σ′′µR =?}
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exemple

Exemple #11.2 - Formulation [ ]

f ′′(µlnR) = N (µ′′µln R
, σ′′µln R

); {µ′′µR =?, σ′′µR =?}
Formulation analytique pour µ′′µln R

, σ′′µln R

µ′′µln R
=

∑N
i=1 ln yi
N σ

′2
µln R

+ µ′µln R
(
σ2

ln R+σ2
V

N )

σ′2µln R
+

σ2
ln R+σ2

V
N

σ
′′2
µln R

=
σ
′2
µln R

(
σ2

ln R+σ2
V

N )

σ′2µln R
+

σ2
ln R+σ2

V
N

Densité de probabilité prédictive

f̃lnR(ln r) = N (µ′′µln R
, σ2

lnR + σ
′′2
µln R

)

f̃R(r) = lnN (µ′′µln R
, σlnR + σ

′′
µln R

)
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Introduction Incertitudes Observations Bayes Exemples PDF conjugué Résumé
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Exemple #11.2 - Résultats [ ]
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exemple

Exemple #11.2 - Résultats [ ]

y1 = 39.7 MPa
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exemple

Exemple #11.2 - Résultats [ ]

N = 5
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Exemple #11.2 - Résultats [ ]

N = 10
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Résumé

I L’estimation Bayesienne permet de tirer un maximum d’information
à partir d’observations afin de réduire les incertitudes épistémiques
( ! les incertitudes de type aléatoires sont irréductibles)

PDF à postériori︷ ︸︸ ︷
f ′′(µR , σR) =

fct. de vraisemblance︷ ︸︸ ︷
f (Y1 = y1, · · · ,YN = yN |µR , σR) ·

PDF à priori︷ ︸︸ ︷
f ′(µR , σR)

f (Y1 = y1, · · · ,YN = yN)︸ ︷︷ ︸
cte. de normalisation

I Les observations peuvent être des mesures directes ou des bornes
(supérieures ou inférieures)

I L’estimation des paramètres peut se faire à partir d’une intégration
numérique, intégration Monté Carlo, ou à l’aide des densités de
probabilité à priori conjuguée.
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Théorie
probabilité


0 Révision algèbre & probabilités
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Estimation – pf
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7 Analyse de sensibilité

10 Incertitudes aléatoires & épistémiques 0

20

0
5

10
0

0.5

1

µSσS

p f(µ
S,σ

S)
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13 Prise de décision

14 Métamodèles & modèles empiriques
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