Révision: probabilités & ensembles

(CIV8530 - Fiabilité des structures et systemes)

Enseignant: James-A. Goulet

Département des génies civil, géologique et des mines
@ Polytechnique Montréal

Chapitre 3 — J.-A. Goulet, (2020), Probabilistic Machine
Learning for Civil Engineers, MIT Press

? Polytechnique Montréal




Introduction Er
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Théorie des probabilités, pourquoi?

“... la théorie des probabilités n'est, au fond,
que le bon sens réduit au calcul; elle fait
apprécier avec exactitude ce que les esprits
justes sentent par une sorte d'instinct...”

— Pierre-Simon, marquis de Laplace [1749 — 1827]

[Wikipedia]
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Introduction En

0e00

Théorie des probabilités, pourquoi? #
Pour décrire les phénoménes aléatoires? A non.

Peu de phénomeénes sont intrinsequement aléatoires

On utilise les probabilités pour représenter notre
connaissance (incertitudes épistémiques)

» Le module élastique E ne varie pas
(localement)

» On ne connait pas exactement sa
valeur

» On décrit notre incertitude de E
par des probabilités

Le moins on en sait, le plus on devrait utiliser les probabilités J

[Google images / Nitipak Samsen]
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Introduction
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Qui/qu'est-ce qui utilise les probabilités?

Go gle

Si cela fonctionne pour eux, cela fonctionne pour nous.

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Introduction Ensembles
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1.1 Définitions
1.2 Exemples

1.3 Regles élémentaires

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Définitions

Définitions
Ensemble: Regroupement d'éléments/événements

Univers/espace d’échantillonnage (S): Ensemble des résultats
possibles (peut &tre continu/discret & fini/infini)

Evenement élémentaire (x): un seul élément, x € S
Evenement (E): ensemble d'évenements élémentaires

Diagramme de Venn

mim mm

Enseignant: J
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A. Goulet

: Sous-ensemble de §
Evénement certain

. Evénement impossible

: Complément de E

0
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Pro V. A X-V X tion Résumé

Exemple #1 — Etat d’'une structure apres un séisme
Réalité: continuum, espace d'échantillonnage continu

S = {aucun dégat <— éfondrement total}

Abstraction: espace d'échantillonnage discret

S = {aucun dégat, léger dégats, importants dégats, éfondrement}

S = {AD,LD,ID,EF}
E. = {AD,LD}

E; = {EF}

E. = {ID,EF}

E, = {AD,LD,ID}

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Exemples

Exemple #2 — Défaillance d'une composante en traction

Espace d’échantillonnage

s , .
40
Défaillance
30
R
® 20 &
.. . 10
s € RT: sollicitation -
r € Rt: résistance Survie

T 10 20 30 40
S =R>** r

Défaillance : {R < S} ={R—-S5<0}

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Ensembles
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Regles élémentaires

Opérations sur les évenements

Soit des événements {Ej, Ep, -+ ,Ep} €S

S
</
E, Es
Union (i.e. "ou"): EtUEp
E,\UE,
S
»
By By
Intersection (i.e. "et"): EENEy = E1E
E1 ﬂEz

? Polytechnique Montréal
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Ensembles
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Regles élémentaires

Regles
Commutativité: EEUE = EUE, EE =EE

Associativité: (E1 U E2) UE3s=E U (E2 U E3) =EUEUE

U?ZIE,'IElUEQU'"UEn ﬂ?zlEi:ElﬂEgﬂ'“ﬂEn

[Fyp— S £, S
N ) ~

7

EUEUE;

Distributivité: E1(E2 U E3) = (E]_ EcUE E3)

/ /\ Convention: l'intersection a

priorité sur |'union... sinon ()

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Regles élémentaires

Types d'évenements: {E1, Ey,--- E,} €8

mutuellement exclusifs (ME):
Ei, E, -, E, sont ME OQ
si EiEj =0, Vi#j p 3

E, \ E: | B3 En

)

0

collectivement exhaustifs (CE):
Ei,Ep, -+, E, sont CE

siUT L E =38

mutuellement exclusifs & collectivement exhaustifs (ME & CE) :

E,\E | Es En § §

=

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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5 000000080
Regles élémentaires

Lois de Morgan

— Le complément des unions est égal a
I'intersection des compléments

C
m
Il

-D
™

. Le complément des intersections est égal a
i I'union des compléments

D
m

I
-
m|

? Polytechnique Montréal
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Regles élémentaires

Exemple — Lois de Morgan

P | S—— | S— | S—— .
Départ — — —> — — > Arrivée

Ey Es En

E;: Le pont n'est pas ouvert a la circulation

Défaillance: £y UE,U---UE, = U E;
=1
~~

Survie: |J; Ei = ﬂ E;
—

et

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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°

Probabilités

2.1 Introduction

2.2 Axiomes et regles élémentaires

2.3 Probabilités conditionnelles & Bayes

A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Introduction

Interpretation des probabilités

Probabilité de I'événement E;: | Pr(E;)

A\ Interpretation Bayesienne:
Pr(E;) est une mesure de vraisemblance par rapport aux
! autres éveénements dans S

» Dépend de notre connaissance a priori

» Change lorsque I'on obtient de nouvelles informations

/\ Interpretation Fréquentiste:

Pr(E;) = lim #x

n—oo N

? Polytechnique M
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Axiomes fondamentaux

1. 0<Pr(E)<1

2. Pr(S)=1

(probabilité d'un événement certain = 1)

3. si E; et E; sont mutuellement exclusifs

Pr(E1 U E2) = Pr(El) + PI’(EQ)

%

Pr(S) =1

~0

0

& ensembles | V1.5 | CIV8530 —
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Probabilités
0®0

Axiomes et regles élémentaires

Lois dérivées a partir des axiomes fondamentaux
Probabilité du complément: Pr(E) = 1 — Pr(E)
Probabilité de I'’ensemble vide: Pr(})) =1—-1=0

Loi de I’addition: Pr(E1 U E2) = Pr(El) + PI’(EQ) — PI’(ElEz)

‘) Pr El PI‘ E2 PI‘ E1E2

@ o0

ELU B,

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal

Ob— Révision: probabilités & ensembles | V1.5 | CIV8530 — Fiabilité des structures et systémes 18/72



Probabilités
ooe

Axiomes et regles élémentaires

Loi d’inclusion-exclusion:

Pr(L"JE,-> = ZPrE)—ZPr(EE)—i—ZPrEEEk)— 4 (=)L PH(ELEs - - - Ep)
i=1

i<j i<j<k

= 1-Pr(EE;---E,) (Loi de Morgan)

Pour n=3

Pr (E1 UE U E3) = Pr(E]_)+PF(E2)+PI'(E3)7PF(E1E2)7PF(E1E3)*PF(E2E3)+PI’(E1E2E3)

N
[,,.<U,,,) ;Pr(m Borne supérieure
=1
= Z Pr(E:E; Ex)

<j<k

- TOXPiEE) \ Borne inférieure
=

Nombre de termes utilisés

/\ La difficulté d'évaluer la probabilité conjointe Pr(E1Ez - - - E)
augmente avec N (mais sa contribution diminue)

® Polytechnique M
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Inu Ju tion t mble Probabllltes X—-V.A X-V X tion Résumé

)@000000O0 ¢

Probabllltes condltlonnelles & Bayes

Probabilités conditionnelles

Pr(Ei|E>): Probabilité de I'évenement E; conditionnelle a la
réalisation de I'évenement E,

Pr(ElEg)

Pr(Ei1|Ey) = ———= Pr(E;

(BIE) =55y (Pr(E)£0)
Probabilité Probabilité Probabilité
conjointe conditionnelle marginale §
—— —— — Ey Ly
Pr(ElEg) = PF(E1’E2) . PF(E2)

= PI’(E2|E1) . Pr(El) FEiNE,

Si E; et Ep sont statistiquement indépendants (E; L Ep)
Pr(Ei1|E2) = Pr(E1) — Pr(E1Ep) = Pr(E1) - Pr(E2)

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Inu Ju tion t mble Probabllltes X—-V.A X-V X tion Résumé

)O®00000O0 ¢

Probabllltes condltlonnelles & Bayes

Loi de la dérivation en chaine

Pr(ELEy---E,) = Pr(E|E - E,)Pr(E---E,)
= Pr(E|E - E,)Pr(E|Es---E,)Pr(Es---E,)
= Pr(E|E---E)Pr(Ey|Es---E,) - - Pr(E,—1|E,) Pr(E,)
» n termes

» n — 1 probabilités conditionnelles
» 1 probabilité marginale

Exemple:
=Pr(E,E>E3)

Pr(ELE>E3) = Pr(Ei|E2E3) Pr(Es|Es) Pr(Es)

-
=Pr(E,E3)

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Probabilités
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Probabilités conditionnelles & Bayes

Loi de probabilité totale

Soit un événement A appartenant a I'espace d’'échantillonnage S
(ile. A€S)

Soit {E1, Ep, E3,- -+, Ep} € S un ensemble d'éléments
mutuellement exclusifs et collectivement exhaustifs (ME&CE)
(i.e. E,'Ej =0, Vi #J, U,r-'zl Ei = S)

%)

En

g

n

Pr(A) = Pr(AlE)Pr(E)
— ~——————
i=1 —Pr(AE})

(Marginalisation)

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Introduction Ensembles

Probabilités conditionnell

Loi de I'addition:

Pr(E1 U E2|A) = Pr(E1|A) + Pr(E2|A) — Pr(E1E2|A)

Loi de la multiplication:

Pr(ElEg\A) = Pr(El‘EgA) PF(EQ‘A)

Pr(A|B) = Z Pr(A|E;B) Pr(Ei|B)
i=1

=Pr(AE;|B)

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Inu Ju tion t mble Probabllltes X X tion Résumé
oJe} ) )OOOO@00O ¢ Jololol )OO000 0O«

Probabllltes condltlonnelles & Bayes

Théoreme de Bayes

Soit Eq, Ey, E3,- -+ , E,, un ensemble d'éléments mutuellement
exclusifs et collectivement exhaustifs (ME&CE)

Pr(AE;) = Pr(A|E;)Pr(E) } — Pr(E;|A) Pr(A) = Pr(A|E;) Pr(E;)
= Pr(E;|A)Pr(A)

Fonction de Probabilité
vraisemblance J/ apriori

Pr(A)
Probabilité constante de normalisation
a posteriori

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Probabilités
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Probabilités conditionnelles & Bayes

Théoreme de Bayes:

0

Es Ey
Pr(AIE)Pr(E)  Pr(T)
Pr(4) pr(@®)

Pr(EilA) =

Constante de normalisation:

Pr(A) = >_ Pr(AlE) Pr(E)

i=1

/\ typiquement, Pr(A) est difficile a évaluer

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Introduction Ense es /£ X X g Linéarisation Résumé

Probabilités conditionnelles & Bayes
Exemple — Probabilités conditionnelles & Bayes
Soit un séisme:
Sintensite = {Léger (L), Modéré (M), Important (1)} [/[']
et une structure pouvant étre dans I'un des deux états suivants:
Sstat = {endommagé (D), ~endommagé (D)} ]
On cherche Pr(D) sachant que

Pr(D|L) = 0.01 Pr(L) = 0.90
Pr(DIM) = 010 & Pr(M) = 008 3> =1
Pr(D|l) = 0.60 Pr(l) = 0.02

Pr(DL) Pr(DM) Pr(DI)

Pr(D) = ,Pr(D\L) Pr(L) + Pr(D|M) Pr(M) + Pr(D|1) Pr(1)
= 0.01 x0.90+ 0.10 x 0.08 + 0.6 x 0.02
= 0.029

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Introduction Ense Linéarisation Résumé

Probabilités conditionnelles & Bayes

A I'inverse: si I'on observe des dommages sur une structure
(état := D), quelle est la probabilité de chaque intensité?

Pr(D|/)Pr(/) _ 0.60 x 0.02

PrilD) = —pyby =~ o020  ~ O0H
Pr(D|M)Pr(M)  0.10 x 0.08
Pr(m|D) = ILr()D)( - 002 0%
Pr(D|L)Pr(L)  0.01 x 0.
Pr(L|D) r(D|L)Pr(L) 0.0 ><090:0‘31

Pr(D)  0.029

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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X—V.A.

3.1 Introduction

3.2 Variables discretes

3.3 Variables continues

3.4 Probabilités conditionnelles

9 Polytechnique Montréal
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Introduction

Variables aléatoires (V.A.)

Représentation de I'espace

d'échantillonnage S sur une ligne S
Notation: L.
X : Variable aléatoire d

x: Réalisation d'une V.A. e

La probabilité que la variable aléatoire X prenne une
valeur x est décrite soit par une fonction de masse
(PMF) ou une densité de probabilité (PDF)

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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X=V.A.
[ I}

Variables discretes

Variables aléatoires discretes
Fonction de masse (PMF): px(x) = Pr(X = x)

Propriétés:
0<px(x)<1

ZPX(X) =1

L’ensemble des valeurs possibles de x constitue un ensemble
mutuellement exclusif et collectivement exhaustifs (ME&CE)

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Introduction Ensembles Pro AL ) A\ X tion Résumé

Variables discretes

aucun dégat (A
léger dégats (L
importants dégats (|
éfondrement (EF

S =

Dommages légers ou importants: {1 < x <2}

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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X=V.A.
[ Jelelelo)

Variables continues

Variables aléatoires continues

Densité de probabilité (PDF): fx(x)

Pr(x < X < x4 Ax) = fx(x)Ax

fx(@) .
Pr(X = x) =0 ) | i =

A fx(x) >0

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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X=V.A.
0®000

Variables continues

Densité de probabilité cumulative/fonction de répartition
(CDF)

Fx(x) =Pr(X <x)= Z px(x"), (V.A. discrete)
X' <x
px(z)o
A
1,
?
0 9

0 ; >

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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X=V.A.
0®000

Variables continues

Densité de probabilité cumulative/fonction de répartition
(CDF)

Fx(x) =Pr(X <x)= Z px(x"), (V.A. discrete)
x'<x
}?)((ZE) o
px(z)o
A
T -meensesan s o—
‘ !
o—F%
% 9
0 : ] ; | > L

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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X=V.A.
00®00

Variables continues

Densité de probabilité cumulative (CDF)
Fx(x)=Pr(X <x) = Z px(x"), (V.A. discrete)

ISX
/

= / fx(x")dx, (V.A. continue)

—0o0

! ~~non
?7 s .
o—— décroissante
0 F— T x 0 > T

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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X=V.A.
00080

Variables continues

PDF < CDF

Pour les V.A. continues

Fx(x) = /X fx(x)dx | fx(x) = dFx(x)

oo dx

Pour les V.A. discretes

px(xi) = Fx(xi) — Fx(xi-1)

Les densités de probabilités communes
seront vues au module #1

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Variables continues

Loi normale univariée - X ~ N (u, 0?) [4]
Densité de probabilité (PDF) pour 1 variable aléatoire X

1 1/ x—p 2
fX(X):—2_7ro-eXp —5( pn )

Densité de probabilité cumulative (CDF)

H-G j p+o
T ‘ T

es structures et systémes



Introduction En:s

Probabilités conditionnelles

Probabilités conditionnelles & V.A. [ ]

Pour un événement E et une variable aléatoire X; la probabilité de
E conditionnelle a la réalisation de I'évenement {X = x} est:

Pr(EN{X = x})

Pr(E{X = x}) Pr{X = x1)
Rappel: .
Pr(EIX =x) = %
Pr(Ey| ) = LoLE2) =
Pr(E2) _ Pr(X = x|E) Pr(E)
B Pr(X = x)
Pr(Elx) — Pr(x|E) Pr(E)

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Probabilités conditionnelles

Probabilités conditionnelles — évenements

Si X est une variable aléatoire discréete

E|x

X|E

— Pr(E|x) =

- Pr(X|E) = px|e(x|E) =

- PX|E(X|E) Pr(E)
px(x)

Pr(E1x)px(x)
Pr(E)

Si X est une variable aléatoire continue

Enseignant: J-A. Goulet

E|x

X|E

fx|e(x|E) Pr(E)

— Pr(Elx) = A ()
~ fe(xlE) = T

? Polytechnique Montréal
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X-V.A.M.
o

X-=V.A.M.

4.1 Introduction

4.2 Densités de probabilité

4.3 Probabilités conditionnelles

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Introduction

Variables aléatoires multiples

vecteur (colonne)
Soit X = [X1, X2, , Xn]" ¢ de variable
aléatoires

vecteur (colonne)
Soit x = [x1,x2,- -+ ,Xs]T { représentant une
réalisation de X

X décrit I'occurrence simultanée de plusieurs phénomenes J

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Introduction Ensembles Probabilit AM. X tion Résumé

Densités de probabilité

Densités de probabilité multivariées discretes (PMF)
Définition:
> PX(X)= Pr(X1 =X1ﬂX2=X2ﬂ...an:Xn)
> 0<px(x)<1
Marginalisation:

> ) b X (K03 Xn) = Py Xoy (XL Xno1)
Xn

SIS SEE
X1 Xn

px;(x;) : Fonction de masse marginale J

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Introduction Ensembles ’rol

Densités de probabilité

Exemple — marginalisation [4]
Soit deux V.A. discretes X7 1L X5

px,(1) = 0.1
pxi(x1) ¢ Pxi(2) =0.5
px,(3) =0.4
sz(].) =0.8
sz(X2) PX2(2) =015
px,(3) = 0.05 :
Px, X (X1, %2) = px, (x1) - px;(x2)
x1=1 xx=2 xx=3
x =1 0.08 0.4 0.32
lexz(X]_,X2) = Xp =2 0.015 0.075 0.06
x2 =3 0.005 0.025 0.02
S pxox(x,i) | 0.1 0.5 0.4

Enseignant: J-A. Goulet

Ob— Révision: probabilités & ensembles | V1.5 | CIV8530 — Fiabilité des structures et systémes

? Polytechnique Montréal
42/72



Introduction Ensemb

Densités de probabilité

Densités de probabilité multivariées continues (PDF)
Définition:
> K(X)Ax =Pr(xg < X1 <x1 + Axg N Nxy < Xy < x + Axy)

> 0 < fx(x) A\ peutétre >1

Marginalisation:

o0
> / fxp e Xo (X1, Xn)dXn = Fxy e X, 1 (X150 5 Xn—1)

> / / fx(x)dx =1

fx,(xi) : Densité de probabilité marginale J

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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X-V.A.M.
[e]ele] Tolele}

Densités de probabilité

Loi normale bi-variée (PDF) [#]

Densité de probabilité (PDF) pour 2 variables aléatoires X1, Xa

2 2
_ 1 1 X1—px; X2 —pLx, X1—HX Xa—pix,
fX1,X2(X1’X2) - 27ax, X, \/ 1—p? exp {_2(1*/’2) |:( TXq 1) + ( TX 2) N 2/7 ( X1 1) ( 9Xy ’ ):| }

5 parametres: [ix,,0x,, [4Xy; TXys P

? Polytechnique Montréal

& ensembles | V1.5 | CIV8530 - Fi es structures et systémes



X-V.AM.
) 00000000000

Densités de probabilité

Loi normale bi-variée (PDF) [#]

. X~ N(l"’? 2)
5 parameétres:
KXy 00X X550 Xo5 P = |: X, :| = |: O'§<1 pO-XEO-X2
MX2 ’ pUX10X2 UX2
6
0 4
BXxy = 5
ox, = N
fix, = 0 < 0
OX, = -2
p=0.6 -4
-6
-5 0 5
X

? Polytechnique Montréal
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Introduction Ensembles Probabilit AM. X tion Résumé

Densités de probabilité

Fonctions de répartitions multivariées continues (CDF)
Définition:
> Fx(X) = PI’(Xl <x1N ---ﬁXn SX,,)
> 0< Fx(X) <1
> Fxy o Xoo1,Xa (X050 Xnm1, —00) = 0

> Fle"' 7Xn—17Xn(+007 Ty —I_OO, —I'OO) = 1

Marginalisation: (Fx,x,(x1,+00) = Fx,(x1))

> FX1,~~ ,X,,,1,X,,(X17 sty Xn—1, +OO) = FX1,--~ ,X,,,l(X]J e 7Xn71)

X1 Xn 8nF
Fx(x) = / / f(x)dx,  fx(x)dx = —axl-.x.(gi

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Densités de probabilité

Loi normale bi-variée (CDF) [4]

Densité de probabilité cumulative (CDF) pour 2 variables aléatoires
X1, X2

X1 X2
Fx, . x,(x1, x2) = / / X1, % (X1, X2)Ox 0y
—o0 J —00

_ i \
px, =0 it
eI
s
o =2 - o
. e ‘\\\\\ “““\v
— /00/1}/007’0,%““\\\\\\\\\\‘“ i
HX, = P
ox, =1

? Polytechnique Montréal

es structures et



Introduction Ensembles Probabilit AM. X tion Résumé

Probabilités conditionnelles

Probabilités conditionnelles — discretes

Si X; est une variable aléatoire discrete

Pxux (X1, X2) = px; 1, (X11%2) P, (X2) = Pxy|x, (X2]x1) px; (1)

Px|x, (X2 X1) Px, (x1)
Xixa | = pxyx (x1lx2) = s i
ng(XZ)

Px,|x, (X1[x2) px, (x2)
Xo|x1 | = pxo|x, (x2lx1) = e :
le(Xl)

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal

Ob— Révision: probabilités & ensembles | V1.5 | CIV8530 — Fiabilité des structures et systémes 48 /72



Probabilités conditionnelles

Probabilités conditionnelles — discretes
X1 et Xo sont statistiquement indépendantes (L) si

Pxy 1, (X1[x2) = px; (x1)
si XllLXQJL---JLXn

PxyX, (X1, -+, Xn) = pxy (X1)Px, (X2) - - - px, (Xn)

Cas général: X et X, pas statistiquement indépendantes

— dérivation en chaine

PX1<-~X,,(X1, T ,Xn) = le\x2...xn(X1|X2 s ,Xn) : "an_1|Xn(Xn—1|Xn)pX,,(Xn)

€.8-Px; X, X (X1, X2, X3) = Px; XX (X1[X2, X3) * Pxy x5 (X2[X3) = Px3(X3) J

Enseignant: J-A. Goulet
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X-V.A.M.

Probabilités conditionnelles

Probabilités conditionnelles — continues

Exactement la méme chose que pour les V.A. discrétes

px(x) — fx(x)

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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E(X)

5.1
5.2
53
5.4
55

Définition
Moments d’ordre m
Variance
Covariance
Notation matricielle

Enseignant: J

A. Goulet
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Introduction Ensemb

Définition

Espérance mathématique (expected value)

Espérance mathématique: Somme pondérée de toutes les
valeurs possibles d'une variable aléatoire

E[X] = /OO x - fx(x)dx (V.A. continue)

—0o0

E[X] = x-px(x)dx (V.A. discrete)

L'espérance est une opération linéaire

Ble)] = [+ [ a9 e

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Moments d'ordre m

Moments
Moment d’ordre m: E[X™]

E[X™] = /_00 xMfx(x)dx

Pour m = 1: E[X] = ux (espérance / centre de gravité)
Pour m = 2: E[X?] (espérance des carrés)

Moments centrés d’ordre m: E[(X — pux)™]

o0

E[(X — pux)™] = / (x — ux)™fx (x)dx

—00
Pour m = 1: E[(X — ux)*
Pour m = 2: E[(X — ux)?] = 0% = var[X] (variance / inertie)

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Variance

Variance — E[(X — ux)?]

E[(X — ux)’] = ok = var[X] = E[X?] — (E[X])’

var[X]: La variance mesure la dispersion de la densité de
probabilité. Concept analogue a I'inertie d'une poutre.

ox: Ecart—type

dx = ZX: coefficient de variation (C.0.V.).
fix

Mesure adimensionnelle de la dispersion (A px # 0)

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Introduction Ensem

[ —
Covariance — E[(X; — pi)(X; — )]
Soit deux variables aléatoires X;, X;

cov[X;Xj] = E[(X; — pi)(X; — )] = E[XiXj] — E[X]E[X]]

pjj: coefficient de corrélation.
(Quantifie la dépendance linéaire entre X; et X;)

cov[X;X;
ij:—[ : J], —1<pj<+1
oo}

> X LX; = pj=0
> =0 =% X, LX A
» correlation <% causalité A

[onlinestatbook.com, Wikipedia]

wite's Age

Husband's Age

? Polytechnique Montréal
55/72
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Covariance

Covariance — E[(X; — pi)(X; — )]

Soit deux variables aléatoires X;, X;
cov[XiXj] = E[(Xi — pi)(Xj — p)] = E[XiXj] — E[X]E[X]]

pjj: coefficient de corrélation.
(Quantifie la dépendance linéaire entre X; et X;)

cov[X; X
ij = [ : J]a _]-Spijf"i‘l
0i0;j
PPN > 0 =0 =5 X LX; A

» correlation <% causalité A

[onlinestatbook.com, Wikipedia]

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Introduction E

Notation matricielle

Notation matricielle
Soit n variables aléatoires X = [X1, Xz, -+, Xp]T o,
My = [,ul,ug, cee ,,un]T est un vecteur contenant les moyennes,
Dxx est la matrice contenant les écarts-types, Rxx est la matrice
de corrélation, et xx est la matrice de covariance.

ox, 0 0 0 1 pi2 -+ pin
ox, 0 0 1 - pon
Dxx = _ ; Rxx =
.. 0 Pn—1n
sym. ox, sym. 1
qu p120>2<10x2 P10 X0X,

g T P2n0X,0X,
X2 >0 Xn
2 xx = DxxRxxDxx = .

sym. a§<n

? Polytechnique M
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&(X)

g(X)
6.1 Définition
6.2 Regle de transformation

? Polytechnique Montréal
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risation Rés

Introduction Ensemb

Définition

Fonctions de variables aléatoires — g(X)
Soit X = [X1, X, - -+, X;,]T définit par le PDF fx(x), et soit
Y =[Y1, Ya,---, Yn|T obtenu a partir d'une fonction

g1(X)
Y =g(X)= g2(;x)
gm(X)

Question: déterminer la densité de probabilité fy(y),

3 cas
1. m=n= On s'intéresse aux
2. m=n>1 fonctions linéaires

i.e. Y, = gk(X) =aX,+ b

? Polytechnique Montréal

Enseignant: J-A. Goulet
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&(X)
®000000

Regle de transformation

Y=g(X):Casl, m=n=1

fr(y)dy = fx(x)dx »
J N
X y
fr(y) = () 7 yl 3
Y N
Y dy
fx(x)>0 S
Pour Y =aX +b T ()
dy| S
TN
de 7T

(X :px,ox} = {Y : aux + b, |alox} J

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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&(X)

Régle de transformation Se008e8
Exemple: Cas 1, Y =2X
Variable aléatoire: o8
X ~N(10, 5%) N
A 0.06 ! !
1.4 o'i _ J \
2 % 0.04 i !
1 1 [ x—px e ! !
fx(x) = V27mox &P 1—3 ( ox > 0.02 o
ﬂ — 2 910 0 ‘ 10 ‘ 20 30 40 50
dx X
Transformation X — Y:
dx dy -t 1
f — f = - = fi Y -
W) =5[] = 500 [ F| =5 5
x=y/2
1 1 y—ﬂx)2
fr(y) = ———exp |—5 | 2 , Y ~N(2ux, (20x)?
v(y) N expl 2( P~ (\/Q(/ (\03;))
122% gy

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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&(X)

Régle de transformation Se008e8
Exemple: Cas 1, Y =2X
Variable aléatoire: o8
X ~N(10 , 5%) M\
N~ 0.06 i i
1.4 o'i _ J \
) L 2 % 0.04 i !
x— = P
fx(x) = Taran &P [_E <_axlﬁx> } o |
ﬂ — 2 910 0 i 10 i 20 30 40 50
dx X
Transformation X — Y:
dx dy|™? 1
Fr(y) = f(x) || = () [l =fx( % )5
d d N
x=y/2
1 1/(y-— 2MX>2 2
fy = — —— , Y ~N(Q2ux, (2
Y(}/) \/%20’)( exp _ 5 ( 2ox ( 1%5% ( Ux) )

Enseignant: J-A. Goulet
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&(X)
0080000

Regle de transformation

Exemple: Y = 2X (cont.) [#]

y
50 50
&
40 /;\’ 40
30 /A 4 30f—— -
X ~N(10, 5%) !
= > 20 i 20 Hy
X 0% i
10
P
YNN(2ux,(ZUx)2) 0 i i 0
N~ N~~~ i i
- 1 1 -
Ky v % o 20 50 % 002 004
005 ‘ )
- |
_ 006 i
x
< 0.04 |
0.02 }
1

Goulet Polytechnique Mon
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g(X) Liné

O 00000@000 O

Y=gX):Cas2, m=n>1

Jacobien (Jy x): taille du “voisinage”
e de dy par rapport a dx
. ] J}/17X1 Jyl,xn Vg1(X)
o = ] = :

i, J}’m7X1 T J)’m:Xn Vgn(x)

d
day 3 Y1 d_; — |det Jy’x -1

K(x)dx = frly)dy o

RO)E = F(y) dx = ldetdyx




&(X)
000000800 C

Regle de transformation

Y =g(X): Cas2, m=n>1(cont.)
Soit une fonction linéaire Y = g(X) = AX + b ou

X1 X, o §<1 “tr o PInOX0X,
X=| 1 |, Mx= : » Ixx =
Xn X, sym. Uin
= X _I_
nx1 nxn nx1 nx1
—_—— —,—,— —— N —
Y A=Jy x b

My = g(Mx) = AMX +b
AEXXAT - Jy,szXJy7xT

I\l
-<
-<

I

? Polytechnique Montréal
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Regle de transformation

Y=g(X):Cas3, m=1,n>1
Soit une fonction linéaire Y = g(X) = AX + b ol

X1 15 ‘7§<1 T PLnIX0X,
X = S, Mx= : ; Xxx =

Xn X, sym. O')2<"
[ ]lxlz[ ]1><N>< +[ ]1><1
—_——— — ——

A=Vg(x) Nx1 b
N——
X

py = g(Mx)=AMx +b
R = VTV o Ve = |, O

p— T Ve
- AZXXA Gradient

X

? Polytechnique Montréal
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&(X)
O00000e

Regle de transformation

Fonctions non-linéaires: Y = g(X)

Que fait-on si g(X) est non-linéaire? On linéarise.

Y =g(X)~AX+b

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Linéarisation
.

Linéarisation

7.1 Définition

7.2 Série de Taylor

7.3 Approximation du premier ordre
7.4 Importance des variables

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Linéarisation
°
Définition

Linéarisation

On remplace g(X) par une fonction linéaire (e.g. une droite)
y

50 50
40 = 40 - s o o
y=g() Linéarisation autour
% %0 de la moyenne iy
> 20 20 A\ contenu de
10 10 probabilité élevé
0 0
10 -10
-10 0 10 20 30 40 50 O 0.02 0.04
Pz x f,(y) \V . dg(x)
0T glue) = | —
__ 0.08 ! X X=[x
<004 i ~~ -~
0.02 ! Gradient
-10 0 ‘ 40 50

9 Polytechnique Montréal

es structures et systémes



Linéarisation
°

Définition

Linéarisation

On remplace g(X) par une fonction linéaire (e.g. une droite)
y

50 50
0 y=yglx) |4 Linéarisation autour
% %0 de la moyenne iy
Vy(ux) =2
= 20 20 A\ contenu de
10 10 probabilité élevé
0 0
10 -10
-10 0 10 20 30 40 50 0 0.02 0.04 d
fa ) < | de(x)
0.08 N g(ﬂx) = d
__ 0.08 ! X X=L
x >
<004 i ~~
0.02 ! Gradient
-10 0 ‘ 40 50

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Linéarisation
°

Définition

Linéarisation

On remplace g(X) par une fonction linéaire (e.g. une droite)
y

50 50
K
4 = 40 . .
0 f y=g(z) Linéarisation autour
30 : vi()72 80 == de la moyenne iy
g(pux) =
= 20 ya 20 Hhy A\ contenu de
i o e, s - -
o E— 10,J,”, -l probabilité élevé
0 5 : 0
I I
I I
-10 Ll -10
-10 0 10 20 30 40 50 0 0.02 0.04 d
Pz x f,(y) \V . g(x)
008 N glue) = | —
__0.06 ‘ X x=4
% 0.04 | _
x U. -~
“ 002 : Gradient
-10 0 ‘ 40 50

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Série de Taylor

Linéarisation — Série de Taylor développée autour de My

Soit une fonction non-linéaire Y = g(X) ~ AX + b

approximation du 2°™¢ ordre

Gradient Hessien
—— 1 —
Y ~ g(Mx)+ Vg(Mx)(X—Mx) + §(X — Mx)TH(Mx)(X —Mx) +---

approximation du 1°" ordre

approximation du N ordre

Note: Pour une fonction non-linéaire, le gradient/Jacobien varie en
fonction du point ot il est évalué — VG(Mx) / Jy x(Mx)

? Polytechnique M
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Introduction Ensemb ’ro X / X-V (X Linéarisation Rés

Approximation du premier ordre

Linéarisation — Approximation du premier ordre

Approximation du premier ordre centré sur la moyenne =
linéarisation de g(X) a Mx

Y =g(X) g(Mx) + Vg(Mx)(X — Mx)

12

py = g(Mx)
02 = Vg(Mx)ZxxVg(Mx)T

ou
[os)  9e(x)
ox1 =7 Oxy =My

Vg(Mx)

TV
Gradient

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Linéarisation
°

Importance des variables

Importance des variables, Imp(X; — Y)

Imp(X; = Y) x |aj|ox,

2
le T PLn0X0X,

[a1 - an]lxn 2xx =

Vv 2
sym. ag
A=[2£]=Vg(x) y Xo

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Résumé

Probabilités:

P Les probabilités représentent notre connaissance

P Le moins on en sait, le plus on devrait utiliser les
probabilités

Interpretation Bayesienne: Pr(E;) est une mesure de
vraisemblance par rapport aux autres événements dans S

Lois/opération évenements: N, U, C, C, €
Axiomes fondamentaux:
1. 0<PrE)<1
2. Pr(S)=1
3. Si Ej et E; sont mutuellement exclusifs
Pr(E1 U Ey) = Pr(Ey) + Pr(Ez)
Loi d'inclusion-exclusion: Pr (U_; E;) = ...

Pr(A|E;) Pr(E;)
Pr(A)

Densités de probabilités: PDF, CDF, PMF, CMF

Théoréme de Bayes: Pr(E;|A) =

Normale multivariée: p1, o1, po, 02, p12
Densités de probabilité multivariées:
> 0< KK

> S ()dx = 1

Goulet

Probabilités conditionnelles:

> sipx x, (xalxe) = pxg (), X AL Xz

> si Xy L Xo pxg x, (15 %2) = Pxq (x1)Px;, (x2)
Cas général: Xl/Ji_/Xz — dérivation en chaine
Espérance & Variance:

E[X] = /_oo x - fx(x)dx (V.A. continue)

E[(X — px)’] = ok = varX] = E[X’] — (E[X])’

Notation matricielle: Xxx = DxxRxxDxx

Fonctions de variables aléatoires: Y = g(X)

fy (v)dy = fx(x)dx
g(Mx) = AMx +b

My
Syy = AZxxAT = Jy  ZxxlyxT

Linéarisation — Approximation du premier ordre

Y =g(X) = g(Mx)+ Vg(Mx)(X — Mx)
py = g(Myx)
oy = Ve(Mx)IxxVe(Mx)T

Importance des variables
Imp(X; — Y) o |aj|ox;

Polytechnique Montréal

probabilités & ensembles | V1.5 | CIV8530 — Fiabilité des structures et
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