Module #8b
Transformation des contraintes et des
déformations 2D-3D : Cercle de Mohr

(CIV1150 - Résistance des matériaux)

Enseignant: James-A. Goulet

Département des génies civil, géologique et des mines
@ Polytechnique Montréal

Sections 8.5-8.10 — R. Craig (2011)  P. Léger (2006)
Mechanics of Materials, 3rd Edition  Notes de cours: Chapitre 8

John Wiley & Sons. Polytechnique Montréal.
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Introduction
e0

Rappel Module 8a

Mise en contexte (Rappel Module 8a)

Contrainte dans la structure?
Contrainte dans la barre?

Requiert I'analyse des
contraintes principales en 2D-3D

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique M
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Introduction
oe

Rappel Module 8a

Rappel Module 8a

wineed Formules rotation du systeme d'axe
o __I‘ — y face
T o = () (et s
o, ° on = [ZT2) 4+ ( 222 cos 20 + Ty sin 20
21_ \/'9 r——-» n ( 2 z d
xy \ I R — .
v \p |t o = — (%) sin 26 + 7, cos 26

ux lru(: )

6\

Module 8b : cercle de Mohr
— méthode graphique pour calculer :

OnyTnt 0'170-2a‘9p7 Ts1,0s

contraintes contraintes cisaillement
normales et principales maximal
tangentielles

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Mohr 2D (Zo)
[ ]

Formulation mathématique

Formules rotation du systeme d’'axe

I A Formules rotation du systeme d'axe
n face 1
\( __I‘ — y face

0' (o}
) Op = Gz, — ( D0y ) cos 20 + Ty sin 20
Ll \A'i r---»
Ty
V‘.v N ! _ x face Tnt = — (szoy> S|n 29 + TXy COoSs 20

P ~—
. 1m<= )

2
: R = f(=2) v

2
(00— 0avg.)? + 7 = (Jx;fy> + 17
= R2?
(on — Uan-)2 +75 = R?

Cercle!

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique M
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Mohr 2D (Zo)
[ ]

Représentation graphique

Représentation graphique — Cercle de Mohr

(on — Uavg.)2 + Tr?t = R?

Rayon du cercle:

2
R:\/(%ﬁ + 73,

y

Enseignant: J-A. Goulet

Centre du cercle:

ox+0oy
Oavg. = — 5

A

(4&~ll)z+4}‘-, R*

? Polytechnique Montréal
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Mohr 2D (Zo)

[ le]
Construction du cercle de Mohr

Cercle de Mohr

Enseigna Goulet Polytechnique Mo
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Mohr 2D (Zo)

[ le]
Construction du cercle de Mohr

Cercle de Mohr

Enseigna Goulet Polytechnique Mo
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Mohr 2D (Zo)

[ le]
Construction du cercle de Mohr

Cercle de Mohr

Enseigna Goulet Polytechnique Mo
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Mohr 2D (Zo)

[ le]
Construction du cercle de Mohr

Cercle de Mohr

>

Q

\]
<

Enseigna Goulet Polytechnique Mo
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Mohr 2D (Zo)

[ le]
Construction du cercle de Mohr

Cercle de Mohr 0, = 90°

Y io, —T
b4 Y
°
o,
T\'/\ O'
Ty o,
-~ —
y
|
'
X 1 0x, Txy

Enseigna Goulet Polytechnique Mo
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Mohr 2D (Zo)
o0

Construction du cercle de Mohr

Cercle de Mohr 0, = 90°

Y: o), —Tx

X 10x, Txy

Polytechnique M

Résistance des matéria



Mohr 2D (Zo)
o0

Construction du cercle de Mohr

Cercle de Mohr 0, = 90°

Y: o), —Tx

X 10x, Txy

Polytechnique M

Résistance des matéria



Mohr 2D (Zo)
o0

Construction du cercle de Mohr

Cercle de Mohr 0, = 90°

Y: o), —Tx




Mohr 2D (Zo)
[ le]

Construction du cercle de Mohr

Cercle de Mohr

Enseign A. Goulet

6., = 90°

Y: o), —Tx

2 x 90°

ox+oy Ox—0y
T Cag. = T2 T3

® Polytechnique M

ercle de Mohr | V1.1 | CIV1150— Résistance des matéri



Mohr 2D
[ le]

Construction du cercle de Mohr

Cercle de Mohr 0, = 90°

Y: o), —Tx

g

2
_ Ox— 9y 2
R=y(252) 4 T

T Oag. = 75 = 3

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Mohr 2D (Zo)
o0

Construction du cercle de Mohr

Cercle de Mohr 0, = 90°

Y: o), —Tx

n facef
\Q — _I - y face

[ n
T Oy \
Oy 0
it— \Af_ |=—=>
Xy b 1
y R | —x face
P —~—
N ENCE
o,

Résistance des matéria



Mohr 2D
[ le]

Construction du cercle de Mohr

Cercle de Mohr 0, = 90°

Y: o), —Tx

T - Oty Ttn
L e 0, +190°
n face |
\Q __I‘ y face o

7i
T Oy /’
o,
<T—l \A‘(i 1==>
Xy 1
y R /xfuce
P
M R SR
o,
_ oxtoy Ox—0y
T Oavg. = 2 2

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Mon
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Mohr 2D
[ le]

Construction du cercle de Mohr

Cercle de Mohr

i A
ntacel
\Q__I‘ y face

¢ .
Tu O, ﬁ P 2 .

6., = 90°

Y: o), —Tx

0 p2 P].ZO'pl
g

|\ .

|
y R | — x face
P
. 1rn<= W)

C.

y

Txy
Ox—0y

tan 20,1 =

Enseignant: J-A. Goulet

ox+oy Ox—0y
T Cag. = T2 T3

? Polytechnique Montréal
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Mohr 2D
[ le]

Construction du cercle de Mohr

Cercle de Mohr

\Q__'_‘ » face P2 -

6., = 90°

Y: o), —Tx

oP2

7
T Oy \
Oy 0
<T—l \Ai |==>
Xy 1
y R | — x face
P~
N ENCE
o,

Enseignant: J-A. Goulet

52 L Ts2
P1: op1
C 29><p2 g
R
X 10x, Txy

? Polytechnique Montréal
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Introduction

Mohr 2D (£
[e]e]e] Jo

Construction du cercle de Mohr

Etapes de construction du cercle de Mohr

1.

o o &~ N

7.
8.

Identifier les contraintes (+) agissant sur I'élément dans le
repere X — Y <7 (/A 7 + si rotation anti-horaire )
Tracer les axes (/A méme échelle & 7 + vers le bas)
Marquer les points X : (0x, ) et Y 1 (0y, Tyx = —Txy)
Tracer le segment XY, et marquer le centre C

Tracer le cercle de centre C et passant par X et Y

N(on,7nt) : Rotation de X vers N dans le méme sens pour le
cercle de Mohr et I'élément (/A angle 6 doublé sur le cercle)

o principales P(01,0) : 01 = 0ayg. + R, 02 = 0ag. — R

7 maximal S(Cavg.; Ts1) | Os1 = Tavg., 052 = Tavg.

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Propriétés

Signes & cisaillement

t
N, :
\/ Y Y
e
O ) Q )
T T
(a) Clockwise shear stress. (b) Counterclockwise shear stress.

-+ : rotation anti-horaire

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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[Wikipedia]
Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Introduction Mohr 2D (Zo)
0000000000

Exemples illustratifs

[Wikipedia]
Polytechnique M
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Introduction Mohr 2D (Zo)
0000000800

Exemples illustratifs

e i i 1
v/

[Wikipedia]
Goulet




Mohr 2D (Zo)
000000

Exemples pratiques

Exemple 1

Y 1 MPa
_I_, X(ox = +3 MPa, 7, = +2 MPa)
2 MPa
3hPa Y (o, = +1 MPa, 7, = —2 MPa)

Cavg. = GX;‘T,V — 3MP3-52 MPa — 2 MPa

R= \/<UX50 )2 + 74 = \/(M)2 42 MPa? = 2.24 MPa

Op1 = Oavg. + R=424 MPa, 0y = 04vg. — R = —0.24 MPa

ox—0y
2

tan 20yp1 = 2% — Oyp1 = %arctan (%) =31.72°
2

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Mohr 2D (Zo)

O®@00000

Exemples pratiques

Exemple 1 (cont.)

Ty s = 2.236 MPa _
(i)

e (,=2) Ty Max(z,-2.236)

y

Y 1 MPa ‘
ORGIVE :
| ,(00) o
2 MPa, tart) ol 3 \ g
\ / (414,0)
Qu+6y )= A [
3 MPa @ g,/
L2 /63.43°= 2 4,
. (hg—(ﬂ:z\ ‘ ,/ ;
{ v
‘/
+ (3,2
Y9G  Yam 4 )
Gy = 4.236 MPa 1Gcilai co= 2.000 MPa
6, = -0.236 MPa = (0x-TY) R = 2.236 MPa
z

. Goulet
ohr | V1.1 | CIV1150— Résistance des matér

Enseignan

ercle de M




00@0000

Exemples pratiques

Exemple 2

--a—l : 'Xf |ohf7¢

——

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Mohr 2D (Zo)
0O00e000

Exemples pratiques

Exemple 3

M 3% Sile

'\

0 sHls
-’GHP»:L

Enseign A. Goulet ® Polytechnique Montr
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Mohr 2D (Zo)

0O000@00

Exemples pratiques

Exemple 4

—s < l"an

Enseigna Goulet Polytechnique Mo
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Exemples pratiques

Exemple 5

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Mohr 2D (Zo)
O00000e

Exemples pratiques

Exemple 6 @

| N
—

32 MPa
—=l L

S = 12 MPa

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montré
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o&e planes
e0

Contraintes planes (rappel)

Contraintes planes (rappel)

oy
Tx(= Tyy)
T.x‘_\' O,
—_—
L
x
(a) Three-dimensional view. (b) Two-dimensional view.

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal

8b— Cercle de Mohr | V1.1 | CIV1150— Résistance des mat



o&e planes
oce

Contraintes planes (rappel)

Contraintes planes (rappel)

Contraintes planes: 0, =7, =7, =0, €, #0

(b) Two-dimensional view.

(a) Three-dimensional view.

1
€ = E(ax—uay)
1

€, = E(O'y—I/O'X)

€z = _%(Ux +oy)

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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o&e planes
o

Déformations planes

Déformations planes

Déformations planes: ¢, = v,, =v,, =0

[Frey, 1998]

Enseignan Goulet Polytechnique Montréal
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Mohr 3D
[ ]

Tenseur de contraintes
i: Plan normal, j: Direction

Oxx Txy Txz
[oil = | % oy Tyz
Tzx  Tzy Ozz

Afin de satisfaire les éq. d'équilibre:

Txy = Tyxs Txz = Tzxy Tyz = Tzy

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Mohr 3D
oe

~

éontraintes principales o1 > o3 > o3
Contraintes principales

012> 02 > 03

01 = Omax
02 = Oint
03 = Omin

Txy = Txz = Tyz = 0

[oil = | v oy Ty

Enseignant: J-A. Goulet

? Polytechnique Montréal
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Mohr 3D (Zo)
000

Construction du cercle de Mohr 3D

Cercle de Mohr 3D

Y: o), —Tx

0 =90°

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique M
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Construction du cercle de Mohr 3D

Cercle de Mohr 3D

Enseignant: J-A. Goulet

Y:oy,

Mohr 3D (ZLo
000

—Txy

0 =90°

P1: op1
o

X 10x, Txy

? Polytechnique Montréal
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Construction du cercle de Mohr 3D

Cercle de Mohr 3D

Enseignant: J-A. Goulet

Z:0,0

Y:oy,

Mohr 3D (ZLo
000

—Txy

0 =90°

P1: op1
o

X 10x, Txy

? Polytechnique Montréal

8b— Cercle de Mohr | V1.1 | CIV1150—

istance des mat



Construction du cercle de Mohr 3D

Cercle de Mohr 3D

Enseignant: J-A. Goulet

Mohr 3D (ZLo
000

Y: o), —Tx
6 = 90°
P220'p2 PlZUpl
o
Z:0,0
X 10x, Txy
6 =
b

? Polytechnique Montréal
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Mohr 3D
000

Construction du cercle de Mohr 3D

Cercle de Mohr 3D

P2 : opy R Cio Pl:oqpl

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Mohr 3D (Zo)
000

Construction du cercle de Mohr 3D

Cercle de Mohr 3D

P2 :ops R Cio Pl:oqpl

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Mohr 3D (Zo)
000

Construction du cercle de Mohr 3D

Cercle de Mohr 3D S Ty = —Tmax

P3:o0p3 P2 :0ps Cio Pl:op;
o
Z:0,0 G

S Te = Tmax

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Mohr 3D (ZLo
(o] le]

Construction du cercle de Mohr 3D

Cercle de Mohr 3D (cont.)

T
3 f P, P, PO
&
/ /
Lo ! i
/ 3 /f Tlanbasx S
/’ (O]
\:’: gz Tz 4
ot —
Vs (N Pour o1 > 05 > 03
‘/f"/ NN
"max Omax — O1
x.‘
’ Omin = 03
|Tmax| = 1/2(o1 — 03)
os = 1/2(01+U3)

[Frey, 1998]
Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Mohr 3D (Zo)
o]e]

Construction du cercle de Mohr 3D

Cercle de Mohr 3D — contraintes principales

(a) Case I,
(0350,50)

() Case I,
(6;50<0))

(e) Case I,
<020

(c1) Mohr's circle.

Résistance des



Exemples

Exemple 7 <

Enseignan Goulet

8b—Cercle de Mohr | V1

Mohr 3D (Zo)
[ Jele]e]

(a)

Résistance des matéria

(-‘ WS ks
- e
\
31 y s
(ks
10
/.
o I3 ks
i
( I
D! I
|
] = ¥
= 1 "
ok ¢
P2
¢
/
‘>/ \((u‘ 30 ksi
» T = Ty = 13.1 ksi
/ max 5
"
— T /‘
& 5 /4

Polytechnique Montréal



Mohr 3D (Zo)
0e00

Exemples
ZA\
Exemple 8

Ta =

(EPT Pas) Ty S

‘_ ﬂ" F;IZ@HP:L
0] —

-«
-«

*—bal — 1

— 5V

s

a2

CoulEs-s
45°
p -2 = n

FAcETTE t465 iy

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Mohr 3D (Zo)

Exemples
A
Exemple 9
Y
112 Ksi
—tm. O ksi
e e r—b—ﬂ
20 ksi
e T umm
o, =0

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Mohr 3D (Zo)

Exemples
A\
Exemple 10 @
Y
|
400 psi
e “f— —=x
200 psi
o,=0

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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ZLe
°0

Corps déformables

Corps déformables
®» How ve neewt ffgrL Y

(4) Hu.«.i._f«',\.
(b)) reldin

St e aeccinne

i e TANS AT 0
/
© SANG DEFORYA O OTAT, 01) SARS
Tiows DEFOn dfaijyp

&) WsuW(\.Q,i:\f Al }a,w
\\ﬁ/ﬁ:—»?d‘f‘: [IPURPYN =

CHeove A et Aol e s
ZA—‘QM"‘;:M nhele o g\ll‘-& s~
a 5;51){?,2, l{...«»&.»ﬁ

deFonyaTions

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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ZLe

Corps déformables o
Déformations dans un plan
o g
. AR - A8 ¢ -
Ex - Liw S 7
Dx »o e e & I.
by ’Al /N
T I A s
é &‘j E A_ ¢ | F _
1 =
A

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Relations déplacements — déformations

Déformations selon des plans arbitraires

Transformation des déformations

€n = (%) + (EX—EEK) cos 26 + (%) sin 26
e = (%3%) - (=5%)cos20— (%)sin29
W o= (%) sin 260 + (%) cos 26

€nt+ €t = €x €y

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal

8b—Cercle de Mohr | V1.1 | CIV1150— Résistance des matériaux



Déformations principales

Déformations principales (normales)

2
a = (=f%)+ \/<€—;EZ) + (%)% = cag. + R
ex—+e €x — €y 2 Yxy 2
& = (X—2K> - (T) + <7> = €avg. — R
R
tan20,,1 = - ’ije
x ~ €y

Déformations principales (cisaillement)

Ymax = ~Imin = €1 — €2

€s1 = €so=3(e1+e€)

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Mo
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Déformations principales
Déformations principales

Déformations principales : aucune distorsion en déformation
(7xy =0, i.e. les angles droits restent droits)

P

N,

sy’

i\
~
TS
I

Enseignant: J-A. Goulet
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Similarités avec les contraintes
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Similarités avec les contraintes

5

B

|

Polytechnique M

Résistance des matéria



Exemple

Déformations principales - exemple %

e&x = 39.6x10°°
97.3x 10°°
Yxy = —129.3 x 1076

(39,6 —64,65)
X S.
I
I
(-23:0) d (139.2,0)

b)) | 1
i e % 10°
1 Y66,
I 2 % 45
sy (97,3:6465)
,g‘ J— p—

e (082708 Tmax = ~Imin = €1 — €2

9 Polytechnique Montréal
4

Enseignant: J-A. Goulet
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Mesures de €
Py

{0'1,02} — {61762} <_{6xa€yvfyxy} <_{€aa€ba€c}
——— —— z

~~ ~~

o principales € principales € cartésiennes € mesurées

Requiert la mesure des déformations axiales ¢ selon
trois directions: a, b, c

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Mesures de €
L]

Jauges de déformation

Comment mesure-t-on les déformations en 2D-3D?

Jauges de déformation axiales

€n X résistance électrique

Enseigna Goulet Polytechnique Montréal
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Mesures de €
[ le]

Rosettes - transformation des déformations n — t — x — y

Rosettes 45° — transformation des déformations

Transformation des déformations

€x = €3
€, = €
-0 =1
_ — —~
€ = (—”?y + (—Exzey) cos 20 + (%) sin 26

)
= (=5%) + (%)
2

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Mesures de €

oe

Rosettes - transformation des déformations n — t — x — y

Rosettes 60° — transformation des déformations

Transformation des déformations

Pour une rosette a 60°

€x

Enseignant: J-A. Goulet

€a
%(26[, +2ec —€3)

\/Lg(eb —€c)

? Polytechnique Montréal
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Mesures de €
[ ]

Transformation des déformations x — y — pl — p2

Déformations et contraintes principales

Déformations principales (normales)

o1 = &g(el—f—yez)
oy = 1_—EVZ(€2+V€1)

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Mo
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Mesures de €

exemple ~%

€a = 640><10_6
e, = 480 x107°

€c = —200x107°
E = 200GPa
v = 03
gl ] 2T
T 34 \
& ¢ \C \i' 5 ." \\ . . -
b R ) " )
Y ‘ o,
AN S . y
A s, ) S (’7;“7’ )

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montré
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Résumé — Module #38b

But : méthode graphique pour calculer

OnyTnt 0170279p 3 7—51795

contraintes contraintes cisaillement
normales et principales maximal
tangentielles

Cercle de Mohr : (o, — Uavg.)2 + 7'31: = R?

op a partir des mesures de déformations axiales :

{0'170'2} < {61752} — {exaeya'ny} — {ea,eb,ec}
—— ——

~~ -~

o principales € principales € cartésiennes € mesurées

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Résumé
oe

Organisation de la matiere

- Equilibre des forces et moments
Statique - Diagrammes de corps libres ===
- Diagramme des efforts, N(x), V(x), M(x)

Matériau - Contraintes & déformations ]
- Loi de Hooke, Poisson & St-Venant . g

E Efforts axiaux ~b—~

E Torsion

6a | Flexion

Chargements
6b | Cisaillement

[ 7] Déflexion st

- |9 | Pression & chargements combinés "

[7] Déflexion ==t
E Contraintes 2D-3D &
- |10 | Lois constitutives & critéres de rupture

Etats limites

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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