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Intro
e0

Introduction aux contraintes dans les poutres

Mise en contexte

Contrainte dans la structure?

Contrainte dans la barre?

Requiert I'analyse des
contraintes principales en 2D-3D

Enseignant: J-A. Goulet olytechnique M
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Intro
oe

Introduction aux contraintes dans les poutres

Objectifs

Chapitre 2: Transformations des contraintes 1D

n }/’l
P / P P v '
~—ee — A
(a) (b)

Chapitre 8, partie a : formulation analytique 2D-3D
Chapitre 8, partie b : approche graphique — cercle de Mohr

Qu’est-ce qui explique
I'orientation de la fissure?

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Intro Rappel état 2-3D léfaillance
00 ©00000 9

Cas général — Etat des contraintes 3D

Etat des contraintes 3D

Enseignan Polytechnique Montréal
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Intro Rappel état 2-3D
0®0000

Tenseur de contraintes
iz Plan normal, j: Direction

Oxx Txy Txz
[l = | Tx oy Tz

Tzx  Tzy Ozz

Afin de satisfaire les éq. d'équilibre:

o

Txy = Tyxy Txz = Tzx; Tyz = Tzy

Dans plusieurs situations, |'état de contraintes peut-étre réduit a
une représentation 2D — contraintes planes

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Rappel état 2-3D
L]

Chargement 2D - contraintes planes

Chargement 2D - contraintes planes

o
Contraintes planes: 0, = 7, = 7, =0 *i\

(a) A portion of a bridge girder. (b) A web element, with
stresses shown.

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Rappel état 2-3D
[ le]e}

Rappel: convention de signes

Convention de signes - A efforts internes

®

Convention de signes pour les efforts internes

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique M
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Intro Rappel état 2-3D . éfaillance ansformation 2D

000080

Rappel: convention de signes

Convention de signes - A contraintes xy

Contraintes normales:
» traction (+)

\n facef » compression (-)

Q —— e y face

0 . ..
Ty O, 4 Contraintes de cisaillements:
o, 4 . L .
< J \ = i== » signe +: selon la direction de t positive

I
R | —x face

y
P~ Tt — n: plan normal, t: plan tangent
T (=1Ty)
JAN
% > signe +: rotation anti-horaire

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Rappel état 2-3D
[efe] ]

Rappel: convention de signes

. . . A\
Exercice @ - convention de signes

o,
i
G.X
~~— —_—
Tyy
—

Positif ou négatif?
ox >0, 0,<0, 7, <0, Tx >0

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Axes défaillance
[ o]

Introduction aux contraintes principales

Choix du systeme d'axe

T‘\’, v~ &
G A

0 T +< ‘

S nface g
‘ B t face ,_\\/, )\T/V
NSRS

N /\x‘m(= )

P I_‘,
i x i %
.
1 =
(a) The stress state at point P, referred to x and y axes. (b) The stress state at point P, referred to n and  axes.

Enseignan

Polytechnique Montréal

8a—Transformation des contraintes et des déformations D | V1.1 | CIV1150— Résistance des matéri



Axes défaillance
oe

Introduction aux contraintes principales

Contraintes principales
Une des orientations clefs pour le systeme d'axe est celle
correspondant aux contraintes principales (i.e. 7,, = 0)
kS .(L\ \\i\
. i
x 10;?, G'H K (%

Do@ﬂéeyéi %%% Chlcute 2 e’ 3

/-F

\
g CAlalez \ K
= i = A};e
F

T —e

[@ %xﬂ Rofn Tiow )t | G %;? @ o
—_— . [ —>
Tye Gy (e) ’Yék Ty o 0 G,
“SIENNES / </,
G chAnTESIENNES Oy SARIESiENLES G PRnei PaLe s

(MoTE ?f: oj

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Axes défaillance
L o]

Mécanismes de défaillance

Fissuration des éléments en béton %

Tensile cracks
Flexural cracks

| !
S11\>

Shear cracks

‘s O\

[ICOLD, 1997]
Polytechnique M

Transformation des contraintes et des déformations 2D-3D | V1.1 | CIV1150— Résistance des matéria



Axes défaillance
oe

Mécanismes de défaillance

L

]

Critere de rupture béton

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Axes défaillance
o

Contraintes principales — cas communs 2D

Contraintes principales — cas communs 2D

1- Contraintes uni-axiales
(tension ou compression)

c&ﬂ -ﬁ C |6k
2- Contraintes bi-axiales
1o

— 0%

3- Cisaillement pur
(torsion)

4- Contraintes biaxiales
et cisaillement

Tiuax ) Yuax (Pene Pale

01 = 0%

Umax= Ox (& 0:45%)
= %

o
3

>

M

"

~

™
>
<

&

§

2

&

0 T o=vny Toe-%
o) ﬁmw-_f‘&?, r

ox o] 6,G6=
Uy @y 0 J L@yt -G JL%
. '
Av%w @—ot =
Cn vy

Comment obtenir ces résultats?

Transformation des contraintes et des déformations 2D-3D | V1.1 | CIV115
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I|'m«' F’]ppf\ VWT 2-3D Axes défaillance ansformation 2D

Méthode de calcul des contraintes principales

Procédure pour calculer les o principales et leur orientation

1 — Transformation des contraintes (forces) dans le systeme d’'axe
global x — y au systeme d’axe local n — ¢t

(x,y) — (n, t,0)

2 — Trouver l'angle 6,
Option a : maximisation d"” =

= 0, Option b : valeurs propres

y
' | , o 5
\ * Gy’ S
2
s - \e // -~ (E,
‘Cm} ’ \, il 2 Oy

/
\ /
I___> e | \\ ,/\ 0
-~ e — ,
20, b Vow O
N /

Enseignant: J-A. Goulet

? Polytechnique Montréal
x 18/43
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Transformation 2D
@000

Rotation du systeme d’axes

Transformation des contraintes — Equilibre des forces

Nu S

Ty O,

nt Oy -~ ‘
S \\Aﬁ .
Ty | +

g N Fe=0

x face n face "
:{ Mo
=44 O, AA, A_,AA
. AA, = AAcost “
1,04,
p—

T, ( Ty) v face oM,
,\ AA | = Adsin®
U‘, G)AAY
{a) A triangular stress element (b) The areas of the respective faces (¢) The free-body diagram.
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Transformation 2D
(o] lele]elele]

+
Transformation des contraintes : > F, =0
t

t
\ \
AA n AA n
D N = b N
o 8 S
0,AAcosf x :C’ T
<130
0 § 7
TryAAsing
oyAAsinf 0 0
V'

_l’_
Y Fh=0 = 0,AA—0,(AA cost)cosh — o, (AAsinf)sinf
— Txy(AA cos ) sinf — 7, (AA sin 0) cos 6

Op = 0y OS> 0 + oy sin? 0 + Txy(2sin 0 cos )

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal

21/43
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Transformation 2D
[e]e] e}
Rotation du systeme d’axes

Q
8]
4k
Q
S
w0
<>
TayAAcos 6
%:
’;
&

TryAAsing
oyAAsinf 0 \9

_l’_
NYF=0 = 7tAA—0,(AA cosf)sinf — o, (AA sinb) cos b
— Ty (AA cos ) cos 6 — 7, (AA sin ) cos §

Tt = —(0x — 0y) cosO'sin 6 + 7, (cos? 6 — sin? 0)

Enseignant: J-A. Goulet 9 Polytechnique Montréal
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Transformation 2D
[e]e]e] ]

Rotation du systeme d’axes

Transformation des contraintes

on = o0xcos’0+ o, sin?0 + Txy (2'sin 6 cos )

Tt = —(UX—ay)cosesina+TXy(c0520—sin20)

|l identités géométriques ||

on = <$) + (UX; )c0529+7'xysm 20

Tt = —(szay)sm29+7'xycos29

Note : angle 6 en °, +antihoraire

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Exemple 1 — Rotation d'axes

Transformation 2D
L]

Rotation d’'axes — exemple » O

i

10 MPa ¥
¥ face
y’ face ~

/e‘,(’ - 300
20 MPa
e —- —— X x
1

0 MPa

1

Vérifier la validité des équations

Oyt =10, Tyryr =1

On

Tnt

= <@) 4 <@) cos 20 + Ty, sin 26

- — (‘TXzay) sin 26 + 7, cos 20

Enseignant: J-A. Goulet

? Polytechnique Montréal
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Transformation 2D
[ ]

Rotation d'axes - cas général

Rotation d’'axes - cas général

Y=t y=n

‘UX'+‘7y’:Ux+UY‘

y

face o La somme des contraintes
sur deux faces
, orthogonales est

‘/ 3
indépendante de ¢

Formules rotation du systeme d'axe

P

=

o = op(0x) = (@) + (%) €05 20,1 + Tiy SiN 20,0

oy = 0p(be +90°) = (@) = (%”y) C0S 20,1 — Ty SN 20,50
Ty = Tot(Oxe) = — (GX—;”K> Sin 20, + Ty €OS 20,
Ty = Tpsd )

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Transformation 2D
L]

Exemple 2 — Rotation d'axes
. , A
Rotation d'axes — exemple - &
Y

0.7 M Pa .
I Question:
Yy Si Togm. = £0.4 MPa dans la
direction des fibres, calculez le
0.5 M Pa

cisaillement admissible 7,
tel que |7y < Tagm.

— ]

|
i

(/

Taryr = — (¥> Sin 20, + Txy €OS 20,5/

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Définition — contraintes principales

0p1 et Opp décrivent les plans ol les
contraintes sont respectivement
maximales (o1) et minimales (o2)

o1 > 09

0,0 = 01 £ 90°

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Intro Rappel état 2-3D nation 2D o prlnclpales Exemple

Rappel: procédure de calcul

Procédure pour calculer les o principales et leur orientation

/A1 — Transformation des contraintes (forces) dans le systeme
d’'axe global x — y au systeme d’'axe local n — t

(x,y) — (n, t,0)

2 — Trouver l'angle 6,
Option a : maximisation d"” =

= 0, Option b : valeurs propres

y
' | , o 5
\ * Gy’ S
2
s - \e // -~ (E,
‘Cm} ’ \, il 2 Oy

/
\ /
I___> e | \\ ,/\ 0
-~ e — ,
20, b Vow O
N /

Enseignant: J-A. Goulet

? Polytechnique Montréal
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nation 2D o principales

Calcul des contraintes principales

Maximisation — Contraintes principales

Contraintes principales:
o1 et oo sont obtenues
pour I'angle 6, tel que

do,
do

K O
——
%o
So

20,

i
1

=0

%) cos 20 + T,y sin 20

dop :
dUH = —(0x — 0y)sin 20, + 27, cos 20, = 0
tan 20, = %
()

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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o principales
[e] Tele]

Calcul des contraintes principales

Représentation graphique — Contraintes principales

-

tan20, = —>—
ox—0

(=)

—\— Ty
R )
| \
Relations géométriques .
‘ o,—-0,

R=y(25%) +73
Ox—Oy
( 2 ) P

. TX
sin 20P1 = Fy, COs 20P1 = —Fr 29/)2:291)|i 180°
o (=2 il
sin 20, = Txy, cos 20, = % {
P2

V.

Rappel: o, = <UXJ2“7Y> + (GX;UY> c0s 20 + Ty sin 20

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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o principales
[e]e] o]

Calcul des contraintes principales

Contraintes principales

Formules contraintes principales

oOx—0y
Up]_ = O'n(epl) — (Ux‘é‘OW) + (Ux;O’,V) ( [2? ) +7—Xy%
- (e49)+5
= Oag +R
Op2 = Op(0p2) = Oag — R

Tnt(Op1) = Tne(6p2) = 0A

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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o principales
[e]e]e] ]

Calcul des contraintes principales

Contraintes principales

Opl,p2 = Oavg. =+ R
pl,p g
—~— c ~
Composante omposante

hydrostatique déviatorique

Enseignant Goulet Polytechnique Mon
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o principales
[ le]

Calcul du cisaillement maximal

Maximisation — Cisaillement maximal

Cisaillement maximal:
Ts1 €t Tsp sont obtenues
pour l'angle 6 tel que

n

i Oy |

o —

G, =20,
——
T G,=-0p

dTnt .
do =0

20,

N
=

Tx» —%

d
Tnt — 27 sin 20, = 0

0 - (0x — 0y) cos 205

Txy

tan 20, =

? Polytechnique Montréal

Enseignant: J-A. Goulet
| VL1 | CIV1150—

es et des déformations 2
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o principales
oe

Calcul du cisaillement maximal

Représentation graphique — Cisaillement maximal

_ Ty
Ox—0y
2

Relations géométriques
Ox—0y 2 2
R=\"2") +7%

tan20s = —

sin20s1 = _(GX—REW), cos20s1 = =¥ Cisaillement maximal
(m) 05 = 0, + 45°
sin 20y = , €08 205 = 5% To1 = Tot(051) = R = Tomax
J 7o =Tae(0s2) = —R = —Tmax

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique M
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o principales
@00

Résumé

Résumé — calcul des contraintes et cisaillement maximaux

Contraintes principales

Sin20p = 22, Opp = Oy + 90° X /
Tl = )] = Gy 4 R /L:
0= 0n02) = Ows— R / —

Tnt(0p1) = Tne(0p2) = 0 A ] \

052051 = &, Bso = 651 + 90° c/\g

Ts1 = Tnt(0s1) = R = Tmax <
T2 = Tpt(0s2) = —R = —Tmax
0n(0s1) = 0n(0s2) = Oavg OO |

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Intro

Résumé

nation 2D o principales
00000000080

Contraintes principales — exemple » O

\ Shear

diagonal

e
20 MPa
- —— —— X
10 MPa
—

Enseignant: J-A. Goulet

Question:
déterminer |'orientation (6,1, 6s1) et les
valeurs des contraintes

a) normales maximales (op1,0p2)
b) de cisaillement maximales (Tmax)

? Polytechnique Montréal
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o principales
[efe] ]

Résumé

Contraintes principales — exemple (cont.)

5 MPa
13.0 MPd 78.29

1680 /\/18.0 MPa

23.0 MPa\ {
\

5y

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Trajectoires des contraintes principales

Champ de contraintes %

HHIHHHHHHHIHHHIEHHHHHHHHHHHHHI

== — e S S =
s T e R
et B e I e T T ) ~N SN MV
—— -y ~ N ~ N ~ N NN VY
- -~ -~ N SN LY N AL
- .~ LR RN N . w B T S Y
D T T T R U1
R - . = %oy
2z 22 =z o2 onkorvidd
e dadE B - . y % \3\‘ #
Lo I B B B Lo od -—- -y *|
P PP P b b et - -
(a) (b) T
Fig. 2.21 Trajectoires des contrainles principales d'une poutre simple avec charge uniforme :
(a) trajectoires { —— traction; — — — compression); (b) croix.

[Frey, 1998]

Enseignant Goulet Polytechnique Mon
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Exemple

Viaduc de la Concorde

Effondrement du Viaduc de la Concorde %

[Bruno Massicotte]
Enseignant: J-A. Goulet @ Polytechnique Montréal
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Résumé — Module #38a

Résumé
[ Je]

But : Calculer I'orientation et la valeur des contraintes principales

Formules rotation du systeme d'axe

Ty =
oxto
0y = OaBg +90°) = (TY) - (
Tx’y’ =
Tx’y’ = Ty’x’

on(b) = (Ux-giay) + (Q) €0s 20,1 + Txy Sin 20,/

Tnt (O ) = — (@) sin 20,/ + Txy €05 20,/

Ox—0y 5
T) €0s 20,1 — Txy Sin 20,/

Contraintes principales

sin 20P1 = %, 9p2 =S epl T 90°

Op1 = Un(epl) = Oawpg t+ R
Op2 = 0',7(9,,2) = Tavg. — R
t(0p1) = Tt (62) = OA

Enseignant: J-A. Goulet

Cisaillement maximal @

cos20s1 = %, Oso = 051 + 90°
Ts1 = Tnt(asl) = R = Tmax

—R = —Tmax

oavg. A

Ts2 = Tnt (052)

U'n(esl) = O'n(952)

? Polytechnique Montréal
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Résumé
oe

8b—Cercle de Mohr

Sl

Tabs |
max S

3|

o

Enseignant Goulet Polytechnique Mon
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