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Département des génies civil, géologique et des mines
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Intro Rappel état 2-3D Axes défaillance Transformation 2D σ principales Exemple Résumé

Introduction aux contraintes dans les poutres

Mise en contexte

Contrainte dans la barre?

σ =
F

A

Contrainte dans la structure?

Requiert l’analyse des
contraintes principales en 2D-3D

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Intro Rappel état 2-3D Axes défaillance Transformation 2D σ principales Exemple Résumé

Introduction aux contraintes dans les poutres

Objectifs

Chapitre 2: Transformations des contraintes 1D

Chapitre 8, partie a : formulation analytique 2D-3D
Chapitre 8, partie b : approche graphique – cercle de Mohr

Qu’est-ce qui explique
l’orientation de la fissure?

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Cas général – État des contraintes 3D

État des contraintes 3D

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Cas général – État des contraintes 3D

Tenseur de contraintes 3D

Tenseur de contraintes
i : Plan normal, j : Direction

[σij ] =

 σxx τxy τxz
τyx σyy τyz
τzx τzy σzz


Afin de satisfaire les éq. d’équilibre:

τxy = τyx , τxz = τzx , τyz = τzy

Dans plusieurs situations, l’état de contraintes peut-être réduit à
une représentation 2D → contraintes planes

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Chargement 2D - contraintes planes

Chargement 2D - contraintes planes

Contraintes planes: σz = τxz = τyz = 0

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Rappel: convention de signes

Convention de signes - ! efforts internes

+

Convention de signes pour les efforts internes

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Rappel: convention de signes

Convention de signes - contraintes xy

Contraintes normales:

I traction (+)

I compression (-)

Contraintes de cisaillements:

I signe +: selon la direction de t positive

τnt → n: plan normal, t: plan tangent

I signe +: rotation anti-horaire
++

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Rappel: convention de signes

Exercice - convention de signes ++

Positif ou négatif?
σx > 0, σy < 0, τxy < 0, τyx > 0

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Introduction aux contraintes principales

Choix du système d’axe

150

 

5

(voir fi gure 5.7). On note une fi ssure horizontale apparaissant près du haut de la dalle, qui se 
prolonge jusqu’à l’extrémité des crochets des suspentes et des barres diagonales. Cette fi ssure 
s’incline brusquement en une fi ssure de cisaillement, traverse toute la dalle et s’étend en 
ouvrant un plan horizontal de fi ssuration au niveau de la nappe inférieure d’armature jusqu’à la 
naissance du porte-à-faux. 

Figure 5.7 Rupture du porte-à-faux « tel que construit » lors des essais de chargement en 
  laboratoire à l’Université McGill90

5.8.3  Commentaires sur les résultats

Il y a similitude des charges de rupture et des modes de fi ssuration des différents spécimens 
mis à l’essai. En comparaison des essais quasi statiques à la rupture, l’application des charges 
cycliques n’infl ue pas sur la charge de rupture de façon signifi cative. Il apparaît clairement que 
l’endommagement lié au caractère cyclique de la charge vive (et donc toute considération de 
fatigue des matériaux91) est d’importance secondaire, voire négligeable.

Le fait que les spécimens correspondant au viaduc « tel que construit » avec l’armature de la 
chaise mal placée ait donné des résistances plus élevées que les spécimens « tel que conçu » 
est évidemment intrigant. Pour les experts de la Commission, cette singularité s’explique en 
partie par la présence de barres verticales additionnelles non prévues aux plans de construction. 
Ces barres ajoutent à la résistance au cisaillement du porte-à-faux en interceptant certaines 
des fi ssures diagonales92. De plus, pour le prototype « tel que conçu », la quantité de barres 
d’armature concentrée dans le plan de barres no 14 a pour effet de diminuer l’adhérence des
armatures dans le haut de la chaise, donc d’affaiblir cette zone prématurément93. Pour le 
prototype « tel que construit », il y a davantage de béton dans cette zone, ce qui favorise l’ancrage
des barres par adhérence, dans le cas d’un béton sain. 

90 Pièce COM-69, p. 152. 
91  Pièce DS-1, p. 16. Selon le Pr Légeron, « la fatigue n’est pas un facteur prépondérant dans le mode de rupture de la structure ». 
92  Pièce COM-62, p. 167.
93  D. Mitchell, Transcription, 9 juillet 2007, p. 38, 59 et 72.

Rappor t  de  la  Commiss ion  d ’enquête  sur  le  v iaduc  de  la  Concorde

  Chapitre 5   Expertises

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Introduction aux contraintes principales

Contraintes principales

Une des orientations clefs pour le système d’axe est celle
correspondant aux contraintes principales (i.e. τxy = 0)

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Mécanismes de défaillance

Fissuration des éléments en béton

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Mécanismes de défaillance

Critère de rupture béton |

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Contraintes principales – cas communs 2D

Contraintes principales – cas communs 2D

Comment obtenir ces résultats?

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Méthode de calcul des contraintes principales

Procédure pour calculer les σ principales et leur orientation
1 – Transformation des contraintes (forces) dans le système d’axe
global x − y au système d’axe local n − t

(x , y)→ (n, t, θ)

2 – Trouver l’angle θp
Option a : maximisation dσn

dθ = 0, Option b : valeurs propres

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Rotation du système d’axes

Transformation des contraintes – Équilibre des forces

+

↗
∑

Fn = 0

+

↖
∑

Ft = 0

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Rotation du système d’axes

Transformation des contraintes :
+

↗
∑

Fn = 0

+
↗
∑

Fn = 0 = σn∆A− σx(∆A cos θ) cos θ − σy (∆A sin θ) sin θ

− τxy (∆A cos θ) sin θ − τxy (∆A sin θ) cos θ

σn = σx cos2 θ + σy sin2 θ + τxy (2 sin θ cos θ)

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Rotation du système d’axes

Transformation des contraintes :
+

↖
∑

Ft = 0

+
↖
∑

Ft = 0 = τnt∆A− σx(∆A cos θ) sin θ − σy (∆A sin θ) cos θ

− τxy (∆A cos θ) cos θ − τxy (∆A sin θ) cos θ

τnt = −(σx − σy ) cos θ sin θ + τxy (cos2 θ − sin2 θ)

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Rotation du système d’axes

Transformation des contraintes

σn = σx cos2 θ + σy sin2 θ + τxy (2 sin θ cos θ)

τnt = −(σx − σy ) cos θ sin θ + τxy (cos2 θ − sin2 θ)

⇓ identités géométriques ⇓

Formules rotation du système d’axe

σn =
(
σx+σy

2

)
+
(
σx−σy

2

)
cos 2θ + τxy sin 2θ

τnt = −
(
σx−σy

2

)
sin 2θ + τxy cos 2θ

Note : angle θ en ◦,+antihoraire

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Exemple 1 – Rotation d’axes

Rotation d’axes – exemple ++

σx ′ =?, τx ′y ′ =?

Vérifier la validité des équations

σn =
(
σx+σy

2

)
+
(
σx−σy

2

)
cos 2θ + τxy sin 2θ

τnt = −
(
σx−σy

2

)
sin 2θ + τxy cos 2θ

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Rotation d’axes - cas général

Rotation d’axes - cas général
σx ′ + σy ′ = σx + σy

La somme des contraintes
sur deux faces

orthogonales est
indépendante de θ

Formules rotation du système d’axe

σx′ ≡ σn(θxx′) =
(

σx+σy

2

)
+
(

σx−σy

2

)
cos 2θxx′ + τxy sin 2θxx′

σy ′ ≡ σn(θxx′ + 90o) =
(

σx+σy

2

)
−
(

σx−σy

2

)
cos 2θxx′ − τxy sin 2θxx′

τx′y ′ ≡ τnt(θxx′) = −
(

σx−σy

2

)
sin 2θxx′ + τxy cos 2θxx′

τx′y ′ = τy ′x′

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Exemple 2 – Rotation d’axes

Rotation d’axes – exemple ++

Question:
Si τadm. = ±0.4MPa dans la
direction des fibres, calculez le
cisaillement admissible τxy
tel que |τx ′y ′ | < τadm.

τx ′y ′ = −
(
σx − σy

2

)
sin 2θxx ′ + τxy cos 2θxx ′

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Définition – contraintes principales

Définition – contraintes principales

θp1 et θp2 décrivent les plans où les
contraintes sont respectivement
maximales (σ1) et minimales (σ2)

σ1 ≥ σ2

θp2 = θp1 ± 90o

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Rappel: procédure de calcul

Procédure pour calculer les σ principales et leur orientation
1 – Transformation des contraintes (forces) dans le système

d’axe global x − y au système d’axe local n − t

(x , y)→ (n, t, θ)

2 – Trouver l’angle θp
Option a : maximisation dσn

dθ = 0, Option b : valeurs propres

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Calcul des contraintes principales

Maximisation – Contraintes principales

Contraintes principales:
σ1 et σ2 sont obtenues
pour l’angle θp tel que

dσn
dθ

= 0

σn =

(
σx + σy

2

)
+

(
σx − σy

2

)
cos 2θ + τxy sin 2θ

dσn
dθ

= − (σx − σy ) sin 2θp + 2τxy cos 2θp = 0

tan 2θp =
τxy(
σx−σy

2

)
Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Calcul des contraintes principales

Représentation graphique – Contraintes principales
tan 2θp =

τxy(
σx−σy

2

)
Relations géométriques

R =

√(
σx−σy

2

)2
+ τ2

xy

sin 2θp1 =
τxy
R , cos 2θp1 =

(
σx−σy

2

)
R

sin 2θp2 =
−τxy
R

, cos 2θp2 =
−
(

σx−σy
2

)
R

Rappel: σn =
(
σx+σy

2

)
+
(
σx−σy

2

)
cos 2θ + τxy sin 2θ

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Calcul des contraintes principales

Contraintes principales

R =

√(
σx − σy

2

)2

+ τ 2
xy

Formules contraintes principales

σp1 ≡ σn(θp1) =
(
σx+σy

2

)
+
(
σx−σy

2

) (
σx−σy

2

)
R + τxy

τxy
R

=
(
σx+σy

2

)
+ R2

R

= σavg. + R

σp2 ≡ σn(θp2) = σavg. − R

τnt(θp1) = τnt(θp2) = 0 !

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Intro Rappel état 2-3D Axes défaillance Transformation 2D σ principales Exemple Résumé

Calcul des contraintes principales

Contraintes principales

σp1,p2 = σavg.︸︷︷︸
Composante

hydrostatique

± R︸︷︷︸
Composante

déviatorique

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Calcul du cisaillement maximal

Maximisation – Cisaillement maximal

Cisaillement maximal:
τs1 et τs2 sont obtenues
pour l’angle θs tel que

dτnt
dθ

= 0

dτnt
dθ

= − (σx − σy ) cos 2θs − 2τxy sin 2θp = 0

tan 2θp = −

(
σx−σy

2

)
τxy

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Calcul du cisaillement maximal

Représentation graphique – Cisaillement maximal

tan 2θs = − τxy(
σx−σy

2

)
Relations géométriques

R =

√(
σx−σy

2

)2
+ τ2

xy

sin 2θs1 =
−
(

σx−σy
2

)
R , cos 2θs1 =

τxy
R

sin 2θs2 =

(
σx−σy

2

)
R

, cos 2θs2 =
−τxy
R

Cisaillement maximal

θs = θp ± 45o

τs1 ≡ τnt(θs1) = R = τmax

τs2 ≡ τnt(θs2) = −R = −τmax

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Résumé

Résumé – calcul des contraintes et cisaillement maximaux

Contraintes principales

sin 2θp1 =
τxy
R , θp2 = θp1 + 90o

σp1 ≡ σn(θp1) = σavg. + R

σp2 ≡ σn(θp2) = σavg. − R

τnt(θp1) = τnt(θp2) = 0 !

Cisaillement maximal

cos 2θs1 =
τxy
R , θs2 = θs1 + 90o

τs1 ≡ τnt(θs1) = R = τmax

τs2 ≡ τnt(θs2) = −R = −τmax

σn(θs1) = σn(θs2) = σavg. !

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Résumé

Contraintes principales – exemple ++

Question:
déterminer l’orientation (θp1, θs1) et les
valeurs des contraintes

a) normales maximales (σp1, σp2)
b) de cisaillement maximales (τmax)

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Intro Rappel état 2-3D Axes défaillance Transformation 2D σ principales Exemple Résumé

Résumé

Contraintes principales – exemple (cont.)

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Trajectoires des contraintes principales

Champ de contraintes

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal

8a – Transformation des contraintes et des déformations 2D-3D | V1.1 | CIV1150 – Résistance des matériaux 40 / 43

[Frey, 1998]
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Viaduc de la Concorde

Effondrement du Viaduc de la Concorde

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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Résumé – Module #8a
But : Calculer l’orientation et la valeur des contraintes principales

Formules rotation du système d’axe

σx′ ≡ σn(θxx′ ) =
(

σx+σy

2

)
+

(
σx−σy

2

)
cos 2θxx′ + τxy sin 2θxx′

σy′ ≡ σn(θxx′ + 90o) =
(

σx+σy

2

)
−

(
σx−σy

2

)
cos 2θxx′ − τxy sin 2θxx′

τx′y′ ≡ τnt(θxx′ ) = −
(

σx−σy

2

)
sin 2θxx′ + τxy cos 2θxx′

τx′y′ = τy′x′

Contraintes principales

sin 2θp1 =
τxy
R
, θp2 = θp1 + 90o

σp1 ≡ σn(θp1) = σavg. + R

σp2 ≡ σn(θp2) = σavg. − R

τnt(θp1) = τnt(θp2) = 0 !

Cisaillement maximal
++

cos 2θs1 =
τxy
R
, θs2 = θs1 + 90o

τs1 ≡ τnt(θs1) = R = τmax

τs2 ≡ τnt(θs2) = −R = −τmax

σn(θs1) = σn(θs2) = σavg. !

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal
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8b–Cercle de Mohr

Enseignant: J-A. Goulet Polytechnique Montréal

8a – Transformation des contraintes et des déformations 2D-3D | V1.1 | CIV1150 – Résistance des matériaux 43 / 43


	Rappel état 2-3D
	Cas général – État des contraintes 3D
	Chargement 2D - contraintes planes
	Rappel: convention de signes

	Axes défaillance
	Introduction aux contraintes principales
	Mécanismes de défaillance
	Contraintes principales – cas communs 2D
	Méthode de calcul des contraintes principales

	Transformation 2D
	Rotation du système d'axes
	Exemple 1 – Rotation d'axes 
	Rotation d'axes - cas général
	Exemple 2 – Rotation d'axes 

	 principales
	Définition – contraintes principales
	Rappel: procédure de calcul
	Calcul des contraintes principales
	Calcul du cisaillement maximal
	Résumé

	Exemple
	Trajectoires des contraintes principales
	Viaduc de la Concorde


