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Intro
e0

Introduction aux contraintes dans les poutres

Objectifs
Chapitre 5: Diagrammes des efforts internes
» Moments fléchissants — M(x)
» Efforts tranchants — V/(x)

Chapitre 6, partie a: Contraintes de flexion dans les poutres
Chapitre 6, partie b: Contraintes de cisaillement dans les poutres

Connaissant M(x), quelle est la distribution des contraintes
normales au droit des sections?

Compression
ﬁ above NA

€ [~ Centroid of
cross section

5

=

Neutral axis
of the cross
section (2 axis)

Neutral —~
B surface
~Tension (xz plane)
below NA

(a) Cross section. (b) Profile view

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Intro
oe

Introduction aux contraintes dans les poutres

Flexion pure
Module 6: éléments en flexion pure

ie. M(x)#0, V(x)=0, F(x)=0

Flexion pure, V(x) =0

) Y M

L4 (* c
o - = (=)

Pure-bending segment

—a— T

(a) Beam with symmetric loading. () Bending-moment diagram.

[
Flexion ordinaire, V(x) # 0, M; # M,

4 QE:’JD“IL

v v
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Intro Courbure k & € v, ) Contrai

Définitions

Définitions

Courbure: Changement d'angle (Af)
relatif d'un point de la poutre par
rapport a un autre

Déflexion: Déplacement relatif
(Ay)d'un point de la poutre par rapport

N

a un autre

¥
Ceenmae pp

\\ Court Busk.

[Beer et al. 2006]
? Polytechnique Montréal




Courbure k & €

Hypothéses

Hypotheses

» Poutre droite

v

Section constante
Section symétrique
Poutre supportée latéralement

Matériau linéaire élastique Cesomee o

/N cour Bue
/1N uLE

v vV v Vv

Sections planes restent planes

Déflexion selon un arc circulaire

v

» Fibres supérieures comprimées/
inférieures tendues

» |l existe un axe neutre (A.N.)




Intro Courbure k & €

K et p

Courbure (k) et rayon de courbure (p)

» M: Moment de flexion
» p: Rayon de courbure
,ir\‘\‘a‘;;’:a;zﬁ » ABA*: Angle entre deux sections séparées
par une longueur Ax =1
» x = Af*: Courbure
é) A% Approximation des petits angles
/N
a Ax
VAR Y Ax=p N0 — A" = — =Ax -k
Cy AN P
P B
ANt <k 1

pour Ax=1— |A0" =r =~

Enseignant: J-A. Goulet
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Intro Courbure k & €
00080

K et p

Courbure (k) et rayon de courbure (p) (cont.)

C

p decreases, curvature increases, strain increases

G

Goulet
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Courbure k & €
L]

Déformation de flexion — €x

Déformation de flexion — ¢,

¥ _ PrQ*—PQ  Ax*— Ax
= PQ N Ax
. e _ (p—y)A0* — pAb*
A pAs*
(a) The undeformed beam segment. — P Af* — Y Af* — P A
¢ C*(Center of curvature) y 'OAQ*
— —; = —Ky
.

Deflection curve

'

[P
/‘ (g negative)
|~ Compression

(b) The deformed beam segment.
—x— ~ Tension

. Goulet

éx < courbure (k) & distance de I'A.N. (y)

Compression ~—{— Tension

(¢ positive)

? Polytechnique Montréal
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Courbure k & €
[ ]

Contraintes de flexion — oy

Contraintes de flexion — o,

N

-

/ (¢ negative)

Compression ~——— Tension
(¢ positive)

[ _— Compression

Positive M 1 Compression Negative M | Tension

By Oy

Neutral = | Tension
surface
(22 plane)

(@) Positive moment (b) Negative moment.

E; €6, y)

Compression

Selon la loi de Hooke

Ey

JXZE€X:_ _—EKy

€x, Ox X R, Y

Pour M >0
» y >0, ox <0 (compression)
» y <0, ox >0 (traction)
>y =0, o =0 (AN.)

? Polytechnique Montréal
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Courbure k & €
L]

Equilibre des sections

Equilibre des sections — moments

53 M 0 / , dA+M
zlc.g. = = *Ox *
lc.g R Y )

levier force

moment
M :—/y~ax-dA
A
E E El
M :—/—y—ydA:—/y2dA_ = kEl
A P P JA

inertie, /I,

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Intro Courbure k & €
I )0®0

Relation moment — courbure/contrainte

Relation moment — courbure

» M: Moment de flexion
» El: Rigidité flexionnelle de la section
» r: Courbure (k = %)

» p: Rayon de courbure

Mz%szl—) K= —

(0-)
£T = N-m*

> k(M/M)

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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El M E los| = [Mez]
0l

= (compressio
y
>

s
~y

_ E.y _ UX _ E h'\j'
* p y p k
M Ox My &\ S

lo's| = |Mc'/I] (traction)

: Mc M M
Si ¢ = |y|max = |0x|max = - = //—c _
~—
Module de section

[Bazergui, 2002]
Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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v, I &S
.

Propriétés des sections communes

Propriétés des sections communes

A= we 1, = moment of inertia with respect to the  axis

5. = coondinates of centroid C I, = 1, + I, = polar moment of inertia about the centroid C

1.1, = moments of inertia with respect to the y and z axes, 1 = product of inertia with respect to the y and  axes
respecively

“Basic formulas for area properies may be found in Appendi C. Note: The y and £ axes are cemmondl axes

Rectangle Circle

Circular Ring (t/r small)

: A= 2mt = mdt

L (CLAIG 2000)

Enseignant: J-A. Goulet

? Polytechnique Montréal
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Intro ( L € v, I &S Contrair
00 000 oJo) oC

Rappel: centre de gravité, section quelconque —

Position de |'axe neutre/centre de gravité — y

1. Définir un systéeme de référence

: A 2. Subdiviser I'aire de la section A en
éléments simples d'aire A; et ayant
_ un C.G. y;
Tl 3. Calculer le C.G.
S
I (A o LA
= [£*2 y A
y=0——t=

L’axe neutre d’une section coincide avec le centre de gravité

-A. Goulet ? Polytechnique Montréal

Enseignant: J
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Intro

Rappel: Inertie, section quelconque — I,

Inertie d'une section (deuxiéme moment d'aire) — /,

1. Subdiviser I'aire de la section A en
éléments simples d’aire A; et ayant

un C.G. Yi
d' i - Calculer le C.G. & AN.
! |- 3. Calculer I'inertie individuelle /; des
a.n. L
ds éléments
L. 4. Calculer I'initie de la section
(d;: la distance entre le C.G. de la
A section et celui de I'élément /)
2

le=> " [li+ Aid?]

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal

6a— Contraintes de flexion dans les poutres | V1.1 | CIV1150—



v, I &S
oe

Rappel: Inertie, section quelconque — I,

Exemple: Inertie d'une section — I,

I_blhf

D)
A

/—bzhg

27

I, = [h + Ard?] + [h + Axd3)

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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v, I &S
©0000

Module de section — S

Module de section — S

Si | 0] Mc M M
I C= |Y|max =7 |Oxlmax = —5— — ————57 - — &
/ l/c S
~—~—~
Module de section
y y y
|Ie]I
M M - =
e N .
- A
_r = :
(a) Pure bending in longitudinal (b) Cross section. (c) Strain distribution.

plane of symmetry.

Sections non-symétriques Sections symétriques
I I I
Si==, SH== S1=5==
a o)) c

? Polytechnique Montréal
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Module de section —

Exemple — Propriétés des sections

Calculer y, I,, et S
(1) Centre de gravité:

_ Aiyi
rE y = LA y 4
- /80 ]
N ~1§O_ 5 iREF: y=0' . (2) Inertie:
'1:1 T fcf}‘ ‘ 40 Lﬂ=qu%
i —

) ———~~—FW-—- w L= [+ Aid?]
|
4

E‘i 8o
4o .
—— (3) Module de section:
Lo s} 0 / /
z zZ
5.SUp = ’ Sinf = —
Csup Cinf

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Contrair

— = ——
40mm-180mm - —20mm +80mm - 60mm - —80mm
40mm - 180mm+ 80mm - 60mm
Ar Xz

= —44mm

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique M
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v, I &S
00080

Module de section — S

Exemple — Propriétés des sections (2)

l1 = Z [l + Ardf]

1 - (40mm)?
- 80mm 1g Omm) + (180mm - 40mm) - (44mm — 20mm)2

= 5.11 x 106 mm*

l,» = 8.78x10°mm*

l, = b1+ l=13.9x10°mm*

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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v, I &S

0000e
Module de section — S

Exemple — Propriétés des sections (3)

L3
{:—ﬁj T
§¢ Cijdgom |
Za ﬁ}—— —%ﬂﬂ) %llOmm
: 2 | P, H
el
/ 13.9 x 10°mm*
Ssup. = = mm._ 3.16 x 10> mm®
Csup. 44mm
] 13.9 x 106mm*
Sinf. = — = MM _ 1.83 x 10° mm®
Cinf. 120mm — 44mm
Ol = 22
o = —=
X |max 5
Enseignant: J-A. Goulet

? Polytechnique Montréal
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Intro

Calcul des contraintes de flexion

Contraintes de flexion dans les poutres

— sz

Ox = I ‘Ux‘max: I, = S

M,c P

v

ox. Contraintes longitudinales de flexion

» M,: Moment de flexion auquel doit résister la section

v

I;: Moment d'inertie de la section par rapport a I'A.N.

v

y: Distance entre I'A.N. et les fibres considérées

v

c: Distance entre I'A.N. et les fibres supérieures/inférieures

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Contraintes o

Calcul des contraintes de flexion

Moments et contraintes de flexion

La magnitude des contraintes est
proportionnelle au moment

2L/3 T L/3j
—

M,y ﬂp/a 2P/3ﬁ

Ox = —

I, ,
""}LZ"ZZZ"”

M,
%3 x /M=2PL/9
MWWWW i SP’WWM
M,
x [Schodek, 1998]

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal

6a— Contraintes de flexion dans les poutres | V1.1 | CIV1150— ance des mat:



Contraintes o

Exemple — contraintes

Exemple — contraintes %

Calculer o, sup, Oxinf, |0x|max, & Vérifier I'équilibre

) '“Tq, v » M, =100 kN - m
4o . » [, =13.9 x 10° mm*
z i__:‘ l, -4""'\&&"
| | Tt M,
80_;. § S L_M. Ox = _/_y
(322NN z
lgofm-\w

%

[ 542134 a,

? Polytechnique Montréal



Contraintes o
0008000000

Iéf%icacité des ;ections fléchies
Efficacité des sections fléchies
M,y

Ox = ————

Iz
I, = / Y dA=>"[I;+ Aid?]
A
b
— 1

J T/

=

1T

bh? b(h/2)? 5
= o =2 2.b(h/2)-d
1 2 2 12 +2-b(h/2)-d

bh? 2
=5t bhd

;2 > I,1, pour d > h/4

Enseignant: J-A. Goulet

Quelle forme minimise |0y|max
et la quantité de matériel?

14

12
10
IzZ 8

Izl 6
4
2

%o 100 150 200
(h/4) (h/2) (3h/4) (h)

d [mm]

? Polytechnique M
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Contraintes o
0000800000

s |
Neutral axis —- | [ |
—/
(a) Steel wide-flange beam. (b) Plate girder (c) Plywood box beam.

[Schodek, 1998]

gna Goulet
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Intro ; Contraintes o
) [ (o] ] o]

Efficacité des sections fléchies

Comparaison de sections communes

] 195 mm
&) >
— . 5 '
e A d
o |t | o] N LVabY g
g | i = E
g e =
_I . Ty T T
© 152 x 1016 x 7.95 127 x 127 x 795" 1413 % 795
1 2 5) 6) n 8)
Z|~E 3630 3630 3500 3630 3620 3620 3330 | 3630
g 0.1 I 159 1,78 5,76 8.35 743 1,05
H
]
E 121 L 24 10,9 8.35] 743 1,05
1" 365 31,1 348 13 105 30,9
121 36,5 237 143 105 30,9
[Bazergui, 2002]

? Polytechnique Montréal
31/50
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Intro I Contraintes o

Bras de levier interne

Bras de levier interne

T C=T=Mh

Small h (structural depth), low stiffness

[Jhodbek, 1998]
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Contraintes o

oe

Bras de levier interne

Pourquoi utilise-t-on des poutres pleines?

[Shodek (1998), Google images]
Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Optimisation des efforts internes

Efforts internes et dimensionnement

Déterminer a afin de minimiser o

-
LOLLLL L LLyLdld] wa®>  wlL (L a
BETTE 2 2 \4
Co i—-; E T——-#
e L
e irhn) a=5(V2-1)=~o021L
m I‘*" V)
U, Y wl (L wi2
‘ M=—"—(=-021L)~—
2 4 45.4
“;(E._a)
— & M wL7u§.u
<";/ML \; Wﬂv M
z . X =.2) 1 a = o -

[Bazergui, 2000]
Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal

6a— Contraintes de flexion dans les poutres | V1.1 | CIV1150— Résistance des matériaux 34 /50



Contraintes o
0000@

I = L= = A
> K3 K-S K- K-
P L A ['=0.151 L L
Y / 7 I 7 7 :
C.5f wl2
LN TN TN /ﬁ
Nosf N N

» Les poutres Gerber sont isostatiques
» Rotules positionnées afin d'équilibrer les M+ et M— (& 0.15¢)

> La différence entre M+ et M— est égale 3

[Muttoni, 2004]
? Polytechnique Montréal




Conception

Exemple — Charge admissible
Calculer Py, si |0x|max < 140 MPa

—
?.7 e £
g j 2 A Suyt _ ——NT“‘ N
g Os9m iy e ~lac l_

—V = Gnf. = 70.5mm, I, = 72.8 x 10°> mm*

M < O"Iz

- Cinf.

140 MPa-72.8x10° mm*
0.9m- P < 70.5mm

— P <16100N = 16.1 kKN

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Conception
[ ]

Choix d’une section transversale

Choix d'une section transversale

Pour contrainte admissible o, ,gm et un moment appliqué M,

M. | Mimax|

‘Ux‘max = ? — Sconception >

Ox,adm

? Polytechnique Montréal




Conception
L]

Exemple — choix d'une section

Exemple - choix d'une section
> Oy adm = 200 MPa

Ho by i
$ 1 o ke e » Quelle est la section en |
e — la plus légére?
| iﬁ}w | 7%3{?4 |
s Vo 2s O b 0. G m

)

LR s K R Y - -

Bt 25 b2 Y

- ’ Choix: S130x15

|Mmax| 12 x 10°N - mm
=5 xadm 200 MPa

=60 x 103 mm3

[Bazergui, 2000]
Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Plasticité
©00000C

Comportement élastique

Comportement inélastique des poutres en acier

Cas particulier : poutre a section rectangulaire

o

OpL,=0y [~~~ —

Enseigna . Goulet ? Polytechnique Montréal
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Plasticité

Comportement élastique o
Comportement élastique: o, < oy s
|  Myc  M,-h)2
D} 7 T Y T T b2
b

Moment élastique:

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Domaine élastoplastique: o, > oy -*

{ i i ;
y (Compression) y (Compression)
I %f

t y (Tension) Oy (Tension)

Yoy,si0<y<r
Ox =
oy, sir<y<h/2

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Conception Plasticité
000 000®0000

Comportement élastoplastique

Domaine élastoplastique: o, > oy (cont.) [k

h/2 h/2
Moment M = b/ oxydy = 2b/ oxydy
élastoplastique: —h/2 0
Toy h/2
Oy (Compression) = 2b Nt dy + /r oy ydy

g r h
e — 26 ]2y 3+ avly 2]
______________________ r2 h2 r2
- 9 oy L
-%_, bUY [3 + 8 2]
— bh? 4

— _ g B A 1
%y (Tension) i [1 (h>

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Plasticité

Comportement plastique

Domaine plastique: o, > oy, r =0 Uk

Moment plastique (section rectangulaire):

bh2 4 r 2 A.N.ng._vriqua
e e
4 3\h O’y
= oy =ovZ=5M, C

Moment plastique: Moment ultime qu'une section peut
supporter.

Z : module plastique de la section

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Plasticité

g y
Section Domaine Limite Domaine Plastification
élastique élastique élasto-plastique complete
M}
15M, Coefficient de
forme:
My
f = Mp = Z
| M, S
2tylh K

gna Goulet Polytechnique M
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Plasticité
o] ]

Relation moment—courbure

Domaine plastique: o, > oy, r =0, cas général
Yo A

Cc

Oy

&

Plastic
neutral
\ axis

Oy
(@) ©®)
Comme o,(y,z) = oy, les aires en traction et en compression

doivent &tre égales (D> F, =0)

AC:AT:%A

Le moment plastique est alors

? Polytechnique Montréal

Enseignant: J-A. Goulet
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e 5in. ——] Calculer
L Hio- » Moment élastique, M, = U\g’z
A=10in’ . B
) ¢ I,=33.3in* » A.N. plastique, Yp
4in 5in. » Moment plastique, M,
» Facteur de forme, f = %
y
—] }—1in
oy = 40 ksi

? Polytechnique Montréal




Résumé — Module #6a

But : Calculer les contraintes de flexion
Flexion pure : M(x) #0, V(x) =0, F(x) =0

i "
=)

Courbure : kK =1/p

SN A

\ .
| el [ e
L
b ol
Déformations et contraintes : e€x, o0x X K,y
-y
€x = — = —RY
P
—Ey My
ox =€exE= —— = —Ery =| ——
Iz

Relation moment-courbure : « = =

“
(o)
%1-. H-an®
k()

Axe neutre : y =

) ) bh®
Inertie : I, = Z[I,— + Aid7],  zrect. = E
1, M,
Module de section : S = —, |ox max| = —
c S
o
M,
Conception : S,gm,. > max
Ox,adm
Moment plastique :
V4
M, =0ocy - z f=—
P <~ S

module plastique

Résumé
[ Je]

Polytechnique Montréal
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Organisation de la matiere

- Equilibre des forces et moments
Statique - Diagrammes de corps libres ===
- Diagramme des efforts, N(x), V(x), M(x)

Matériau - Contraintes & déformations ]
- Loi de Hooke, Poisson & St-Venant . g

E Efforts axiaux ~b—~

E Torsion

6a | Flexion

Chargements

6b | Cisaillement *
[ 7] Déflexion st

- |9 | Pression & chargements combinés "

[7] Déflexion ==t
E Contraintes 2D-3D &
- |10 | Lois constitutives & critéres de rupture

Etats limites

9 Polytechnique Montréal
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