Module #3
Déformations axiales

(CIV1150 - Résistance des matériaux)
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Intro
[ ]

Introduction aux efforts axiaux et déformations axiales
Etude des barres (traction & compression):

1. Structures isostatique

F v F
2. Dilatation thermique D S—

3. Structures hyperstatique
Exemples d’applications:
> Treillis
» Assemblages boulonnés
» Tirants

[Google images]

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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€ axiales — barres
[ ]

Contraintes et efforts internes (rappel)

Efforts axiaux (Rappel)

> La force externe est en équilibre avec |'effort interne

» L'effort interne (et les contraintes) sont uniformément répartis
sur la section (0moy. = 0 = P/A)

» Contraintes de cisaillement = 0 (pour le plan L a la force F)

[Wikipedia]
Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Intro € axiales — barres M mpérature é v lacements

Hypothese

Hypothéses déformations axiales

Hypotheses
» La membrure demeure droite sous I'application de la charge

» Les sections planes | a I'axe longitudinal demeurent planes
et | sous le chargement et ne subissent pas de rotation

Critéres nécessaires pour satisfaire les hypothéses
» Membrure droite
» Membrure élancée

» La charge est appliquée au centre de gravité de la section

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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I|'m«' € axlales - barres M mpérature étriques v lacements
o] D@00000C O [e

Allongement dans les barres - cas général

Before Deformation

du(x)
ex(x) = -
u(x) u(L) dX
u(0) -
A*‘t{/—[—'——_—”:] o . . X
After Deformation
| eaB :/ ex(x)dx
| (L+e) l 0
e=u(L)—u(0)

» A(x) : Aire de la section variant selon x

» F(x) : Force axiale variant selon x (ex: poids propre)
» u(x) : Déplacement au point x

> ¢.(x) : Déformation au point x

» epp : Allongement entre les points A et B

? Polytechnique Montréal
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€ axiales — barres
Oe0000

Allongement dans les barres - cas général

Calcul des déformations et de |'allongement d'une barre

F(x) du  o(x) F(x)

_— = s E = ——= — =

A(x) ~TX) = Eelx) =%~ F " EAW

L
F(x)
All | = e =
Ongement tota e /0' EA(X) X
F AE F
2
’—x—>| Si Ax)=Aet F(x)=F
L
(a) A uniform axial-deformation member. F L d F L
e = a ; X = a

F
F() <——— e —>

(b) Free-body diagram.

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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Intro € axiales — barres
0000®000000

Allongement dans les barres - cas général

Barre a section variable — Exemple

Calculer I'allongement e

Force constante
F(y)=F 3
Aire variable

Aly) =10-b E - lsoCPh

I_:BW\

: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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€ axiales — barres

000@00
Allongement dans les barres - cas général

Barre a section variable — Exemple %

Exenple D fed pecwer ‘?yé.’.m{biik e Aly) =
¥ 7 P
Aty) = (190b) _ foam
A i
. A - R2ev - L;gn(mm)
e = J F ,17 NOTE- ‘él'xml»rrw
E Ry brotor i o <ens E - IsoGPh
° o Sidension e L= 3w
(] Vo
- _F ( ! )Jj (o]
£ |\ 2o - 1eoy J, e
R et 5 3 Fo2pbn
LIS
o 3
= 20x0° jﬁ L
9 - ( - 100 4
3/Sza)uo (107¢) Jo (200 <5_ 4)
3
oy = b avee oz 7192 h-yz00
FM-H; oL /AW (o4 %) ° 3
L]
33 o (5200 o) [ 2, o] <0207

(0.020%) = 2.2 410 e = 2,76 mm

¢=z0xi0°
/Soxi0?(1o°¢)

Goulet
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Intro € axiales — barres
00000080000

Allongement dans les barres - cas général

Barre segmentée — Exemple (MDS 3.1) <@ ¢

Calculer les déplacements aux sections B, C & D

B
'

» E; = E; = 10000ksi, E3 = 16500 ksi

» L1 =13=8ft, Lh =41t

» Ay =1.75in?, Ay =0.5in?>, A3 =0.25in°
: J-A. Goulet

? Polytechnique Montréal
11/46
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€ axiales — barres
O0000®

Allongement dans les barres - cas général

Barre segmentée — Exemple (MDS 3.1) <@ ¢

-t
e S Fezo
" 1z 4
Ppe v em ey i Rax-zszeico
Fax-.#?ﬁ/s
1) gk .

) '-E;\T—;T[sl- o D1 Y pgriis st s ayary

24| sgee v ’

o Doun g s%wdl ec= FL

a e
o SBre ! Sesere,  So:e e e

v @is (3N (8r1) = L34, © Juty A
of JLORIR) . n ol = am
(1+5) (10,000 L (%)
T
Cs (5 (4xe) | +0.0981n €y= (3')(8112) 0 p498.m
(0:5)(10,000) (o.25) (1b500)
$g=-0038¢em

Se= (<0.03¢4)+ (0.0¢8) = 0.0090s
80 = (-o0om4) + (0.0vp)+(0.0698) = 0.079/sy

Goulet
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€ axiales — barres
[ Jele}

Coefficients de flexibilité et de rigidité

Ressorts linéaires

Pour allonger un ressort d'une longueur e, on doit appliquer une
force égale a

(a) A linear spring in its L = free length

undeformed configuration.

M€=610ngati0n

L
F = ke " ‘
(D) The linear spring elongated G [

by axial force F.
k: Constante de F
rigidité du ressort
[force/allongement] () The force-deformation plot .

for a linear spring. 1

e

Goulet ® Polytechnique Montréal
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€ axiales — barres
(o] lo}

Coefficients de flexibilité et de rigidité

Comparaison barres v.s. ressorts

E
4 . -
‘ é, W‘;ani’m A= EA
e L
o-E s
ﬁ 4 Q‘P‘
]A__ o
£z €

: ® Polytechnique Montréal
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¢ treillis

Coefficients de flexibilité et de rigidité — barres uniformes

Flexibilité (f): Allongement
causé par I'application d'une
force unitaire [m/kN, in/Ibs, ...]

Rigidité (k): Force nécessaire
pour allonger d’une unité

[kN/m, Ibs/in, ...]

FL L e 1
= —=|—|F=fF e=fF—F=—- k==
T EA [EA] f
f
)= EA
L L
" EA
Enseignant: J-A. Goulet

? Polytechnique Montréal
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Intro a s M. des forces A é v lacements

Structures isostatiques (rappel)

Structures isostatiques (rappel)

LybllliLy | { 1 (‘ J -
S AACA—' A F T2

“(ol’uﬁL
t

— Momet — o
» Nombre d’'équations d’'équilibre > Nombre d'inconnus

Y Fayz=0,Y Mcy.=0

» Structures isostatiques: une coupe entraine |'effondrement

> Les propriétés E et A n'influencent pas la distribution des
efforts et réactions d’appuis

> Les propriétés E et A influencent les contraintes et les fleches

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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ATempérature Ec géométriques M éplacements 4 treillis R

Structures hyperstatiques

o | '
; . | ‘ i
i NN

&LIJIJJJJJJ £

Y

» Structures hyperstatiques: une coupure n'entraine pas
I'effondrement

» Nombre d'équations d'équilibre < Nombre d'inconnus

» En plus des équations d'équilibre on doit considérer

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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M. des forces ATempérature é v ace s ¢ treillis

statique — Exemple i@+

0

» x=25m
» P=10kN
» E =200000 MPa
» A; = 400 mm?
» Ay = 500 mm?
i 4‘}?3’0@: » Fp =7
m m > Fp =7
(a)
LY F=0 — 0=0

+ 2 équations
T2XF=0 =+ R -10kN+Ri+R =0 3 inconnus

+
O>Y M, =0 — 2R +3R,—25m-10kN =0
[Bazergui, 2002]
Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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M. des forces e C nétriques acements 9 treillis
00080000 s

Méthode de résolution - structures hyperstatiques (axiales)

Stratégie pour résoudre les problemes hyperstatiques
Méthode des forces
1. Equations d'équilibre
2. Ecrire les éq. force-déplacement pour chaque élément
L;
T AE

e =fF ou f (Coefficient de flexibilité)

3. Ecrire les éq. de compatibilité des déplacements

4. Substituer les e; (étape 2) dans les éq. de compatibilité
(étape 3)

5. Substituer le résultat (étape 4) dans les équations d'équilibre
(étape 1) pour calculer les forces inconnues

6. Calculer les déplacements en substituant les forces (étape 5)
dans les éq. force-déplacement (étape 2)

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Intro € axia M. des forces ature é v placements ¢ treillis
00008000 @

Méthode de résolution - structures hyperstatiques (axiales)

Méthode des forces

BASIC FORCE METHOD

Equilibrium
M Equations

Force-
Deformation
@ Equations ] Solve

e, =f;F; simultaneously —

Y

Compatibility
Equation(s) Y
S in Terms of

Elongations e;

Compatibility
3| in Terms of
Unknown Forces

FORCES

Y
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M. des forces e c é v ace ¢ treillis
[elelele]e] leole) O

Méthode de résolution - structures hyperstatiques

statique — Exemple (cont.) %

0

» x=2bm

» P=10kN

» E =200000 MPa
» A; = 400 mm?

» Ay = 500 mm?

LY F=0 — 0=0

+

ISF =0 = Ry~ 10kN+R +R =0
SS M, =0 — 2R, +3R,—25m-10kN =0

2 équations
3 inconnus

[Bazergui, 2002]
Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique dal
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Intro € axia M. des forces = ATempérature é v lacements

lelele] o}

Méthode de résolution - structures hyperstatiques (axiales)

» E; = 20000 ksi
» E, = 1900 ksi
» A =0.5in?

> Ay = 16in?

> 01 =7, 00 ="

> €1 :?, 62:?

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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M. des forces

0000e

Méthode de résolution - structures hyperstatiques (axiales)

Structure hyperstatique — Exemple Il (MDS 3.4) ¢ °

:
f
.
* 0CL DE LA PAGUE ]ﬁ[ fafyo Fi-Fozeo
Fo
1240

Steel ces (RL)J(AE) €= (L)@t

. é%uf/ on ol o fatibitite” €5+ €2 =0 Con b .
St hary ant pncoriini
o M;x /)M ol /mgm fofale! e, =-¢,

¢RL) e+ (Bl (ae ) =0 (F)30) + FA(%] =o
10.5)(29000) (16)(1900)
File827019°) ¢ Y s3] = 0

P,

ood , . AR ATRT)
.DM['EM%MI?‘“‘/L;LM;EF.J:D (~Fatia#19) -F, - 1220
Fo= iz -—S-lb/uf:s

_d»l}lq

Fie - (-5.28)(1078) = + (.72 Aifs

Goulet ® Polytechnique Montréal
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Intro € axia ATempérature é v lacements

Contraintes et dilatations thermiques

Contraintes et dilatations thermiques
Déformations thermiques: e = aAT

Allongements thermiques er = e7L

Principe de superposition: Pour les structures ayant un
comportement linéaire élastique (loi de Hooke), on peut
superposer (additionner) I'effet des chargements

Déformations thermomécaniques

e:eg-l-eT:%-i-aAT

Déplacements thermomécaniques

FL

= — L=fF ATL
AE+€T + «

e

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal

sistance des maté



ATempérature  Ec é é treillis

Structures isostatiques

oT et e — Structures isostatiques

» Les variations de température induisent des déformations et
déplacements

» Les efforts internes sont nuls

AT:Z 50°C
a e = oaATL

2 mi
— 23 %1076 /°C-50°C - 2000 mm

» £ =70000MPa = 23mm
» a=23x107%/°C
> A =100 mm? or =0

> e =7, 07 =7

Enseignant: J-A. Goulet @ Polytechnique Montréal
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ATempérature  Ec

¢ treillis
00®000 000

Structures hyperstatiques

o1 et e — Structures hyperstatiques

» Les variations de température induisent des déformations,
déplacements* et efforts internes
» £ =70000 MPa

2.3mew

. AT=s50°c g - AT=s0%__++
%4— p > A = 100 mm2

-

@%? . » L =2000 mm

> er =7, 07 =7

eT—O
PL P - 2000 mm

P = AE ~ 100mm?.70000 MPa ~ _>3mm = 8050
F —8050 N

O = AT 100 mmz ~ 205 MPpa

o0 =—EaAT = —70000 MPa-23 x 107° /°C - 50°C = —80.5 MPa

? Polytechnique Montréal

Enseignant: J-A. Goulet
27 /46
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ATempérature
[e] Jele]

Structures hyperstatiques

o1 et e — Exemples %

[Google images, acoustiblok.col

Goulet Polytechnique M
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ATempérature o v ac é treillis

0O000e0

Structures hyperstatiques

Dilatation thermique — Exemple (MDS 3.7) <@

E1 = 68900 MPa

E> = 200000 MPa

A1 = Ay = 300 mm?
a1 =23.4x107%/°C

vV vV v vV

» ap =12 x 1076 /°C
> AT1:40°C
> AT2:00C

> 53 :?, o1 :?, (o)} =7

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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ATempérature  Ec

0O0000e

¢ treillis

Dilatation thermique — Exemple (MDS 3.7) <@

vV Vv vV VvV vV VY

éformations axiales | V1

E:
E>
A1

Qa1

-

Q2

%

10 kN
=
B
i2m

06m

1 1
= 68900 MPa

= 200000 MPa

A, = 300 mm?
=23.4x107%/°C
=12x107%/°C

AT, =40°C
AT, =0°C

o8

=7, 01 =", 02 =7

Goulet

| CIV1150— Résistance des matéria

L DE LA copnExion a B
T B B i
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Ecarts géométriques
[ eJele]

Ecarts géométriques

Définition

Misfit = Ecart géométrique = “Jeu”

(a)
L'écart géométrique doit étre inclus dans les équations de
compatibilité géométrique

? Polytechnique Montréal

istance des maté



ature  Ecarts géométriques

0@00

Ecart géométrique — Exemple (MDS 3.10) % <@

» £1 =70000 MPa
/| » £, =100000 MPa
== >
,.::l (1) > A]_ =150 mm
» Ar = 450 mm?
! 600 mm ! 300mm! » ) =1mm
— 1 mm

> 01 :?, (o)) :?, €1 =7

: J-A. Goulet ® Polytechnique Mol
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Ecarts géométriques

Ecarts géométriques

[e]e] le)

Ecart géométrique — Exemple (MDS 3.10) % <@

JoreE RPPLguEE.

<

O, 045 mmiz
1

(M) 25000 70 Ml ,
Foow

10000

15 0001 250000
foooO

(5004
S6vo
"
; L - (WyT e Lov
[=] 0o G ronmw [RCEAE 1S e wu};

? Polytechnique Montréal
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Ecarts géométriques
[e]e]e] )

Ecarts géométriques

Compatibilité des déplacements

CAS ¢ CAS O CAS s
(rsochaigue) (Hyprcid ¢ &SI T e A cAs T
) (s ) (g o) Corstect Hyr) (corect vyp ) Coukact
A 3 c & S < A s LL‘ Aen . A ¢ A I
— 4 A
U= = =1 A
- 4
- T §,<0

S0 Sue0 Bio 27 5, 00 5 §c0

B :-e )
Se © ern Suctwe:-tec Sonm Set tan Os ¢ Sico, =¢

o) R I} “\
Se- Crat buc Se Serlattrc=8g 5 . Sec -Luc o

- ——
2l 20 =8y o V2ol FOPE o
e\:’;\,‘\/ Comprto.s Sy e f‘f:‘:[f( ) et
; e
Covprieililc Las+lec = g
N—
co_fx“mh,nv

Goulet Polytechnique Montréal
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Intro € axia mpérature E 1étriques M. des déplacements
PYeY )

Méthode des forces v.s. méthode des déplacements

Méthode des forces v.s. méthode des déplacements

Méthode des forces, on exprime pour chaque membrure
I'allongement e causé par une force F.
FF = i
e — FF —
1 M AIEI
Méthode des déplacements, on exprime pour chaque membrure
la force F causée par un l'allongement e.

iAEj
F,' = k,-e,- = e—

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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M. des déplacements ¢ treillis
0®0000

Méthode des déplacements — structures hyperstatiques

Méthode des déplacements - Méthodologie
1. DCL et éq. d'équilibre (1 éq. par degré de liberté)

Y Feyz=0,> My, .=0

2. Eq. force-température-déplacement
Fi = ki(ej — ;AT;L;), ki = AE]/L;

3. Compatibilité des déformations
— déplacements en fonction des allongements ¢;
4. Substituer les éq. (étape 3) dans I'éq (étape 2)
— forces en fonction des déplacements
5. Substituer les éq. (étape 4) dans les éq (étape 1)
— éq. équilibre en fonction des déplacements inconnus
6. Résoudre le systeme d'éq. d'équilibre
— déplacements
7. Substituer les déplacements dans les éq. (étape 4) — forces

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Intro ¢ S pérature géométriques M. des déplacements ¢ treillis

Méthode des déplacements — structures hyperstatiques

Méthode des déplacements

DISPLACEMENT METHOD
P Equilibrium

Equilibrium q

() Ejuam,ns in Terms of DISPLACEMENTS
Displacements
Force-Temp.- . .
. Force-Deformation 7
(2) geformatlon »-| in Terms of > FORCES
quations Displ i

F, = k(e-0LAT); isplacements

Elongations
3 in Terms of
(&) Displacements

(Compatibility)

Goulet Polytechnique Mo
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Intro  €a ES s érature c métriques M. des déplacements ¢ treillis

Méthode des déplacements - exemple (MDS 3.13) %
(=

» E; =200000 MPa
» E, =100000 MPa
» Dy =15mm
> D) =20 mm

’ » Og =?mm
200 mm > 01 =7MPa

> 09 =7 MPa

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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Intro ¢ e ométriques M. des déplacements ¢ treillis
@ ofo 5 000080

Exemples

Méthode des déplacements - exemple %

v

E1 = E2 = E3 = 70000 MPa

» A1 = Ay = A3 = 1000 mm?
g » L} = L3 = 1250 mm
» [, =2000 mm
L, @ _T'T_ » a=1250mm
A Ls 5, » b= 1000 mm
x f' . 2l L » ¢ = 2500 mm
‘ l » AT; = -50°C
m | l
A » FL =N
e > Fy =N

» [3="N

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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métriques M. des déplacements ¢ treillis

Introduction a la notation matricielle

Méthode des déplacements - Notation matricielle

[K][D] = [Q]
[K]'[Q] = [D]

Pour N degrés de liberté
» [K]nxn := matrice de rigidité
» [D]nx1 := vecteur déplacements (Déplacement des DDL)

» [Q]nx1 := vecteur charges externes (action sur les DDL)

Méthode derriere les logiciels d'analyse des structures — CIV3510

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique Montréal
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4 treillis
@00

Déplacements dans les treillis

Déplacements dans les treillis (un seul noeud)

2m > AT,AC =-20°C
> UC :?
» Ve :?

YP=20kN

L Lil.ﬁm%
x

A, = 1000 mm?, E; =200 GPa, o, = 20(107%)/°C
A, = 1000 mm?, E, = 100 GPa

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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4 treillis
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Déplacements dans les treillis

Déplacements dans les treillis (un seul noeud)

F

(a) (@]

Eq. force-température-déplacement

AE
Fi = ki(ei — ;ATiL;), ki ==f

& = fifi + iATiLj,  fi = 75

Géométries des déformations

e=e,+ e, =ucosf+ vsinf
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Déplacements dans les treillis

Déplacements dans les treillis — exemple -%-

2m > AT,AC =-20°C
> UC :?
» Ve :?

L Lil.ﬁm%
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YP=20kN

A, = 1000 mm?, E; =200 GPa, o, = 20(107%)/°C
A, = 1000 mm?, E, = 100 GPa
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0

Résumé — Module #3

Déformation axiale : ’
e=fF } Fo L 1 ‘_EM_’

—_ - L

F = ke AE  k
Changement de température :
eET = alAT

Principe de superposition : ¢ = ¢, + €71
Structures iso. : € #0, 0 =0
Structures hyp. : € 20, 0 #0

Structures hyperstatiques :

Equations supplémentaires — compatibilité des déformations
Méthode des forces : ¢ = f;F;
Méthode des déplacements : F; = k;e;

Enseignant: J-A. Goulet ? Polytechnique M
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Résumé
oe

Organisation de la matiere

- Equilibre des forces et moments
Statique - Diagrammes de corps libres ===
- Diagramme des efforts, N(x), V(x), M(x)

Matériau - Contraintes & déformations ]
- Loi de Hooke, Poisson & St-Venant . g

E Efforts axiaux ~b—~

E Torsion

6a | Flexion

Chargements
6b | Cisaillement

[ 7] Déflexion st

- |9 | Pression & chargements combinés "

[7] Déflexion ==t
Etats limites = E Contraintes 2D-3D [
- |10 | Lois constitutives & critéres de rupture

Enseignant: J-A. Goulet ® Polytechnique Montréal
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